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Introducción
Los orígenes de la teoría de Lie son geométricos y parten de la consi-
deración de Felix Klein (1849–1925) de que la geometría del espacio está
determinada por el grupo de sus simetrías. Como la noción del espacio y
su geometría evolucionaba de Euclides, Riemann y Grothendieck al mundo
supersimétrico de los físicos, las nociones de grupos de Lie y sus representa-
ciones también se extendieron correspondientemente.
Fue Sophus Lie (1842–1899), quién comenzó a investigar todas las posibles
acciones de grupo (local) en variedades. La idea seminal de Lie fue mirar a
la acción infinitesimal. Si la acción local es por R, entonces da lugar a un
campo de vectores sobre la variedad que se integra para capturar la acción
del grupo local. En el caso general tenemos un álgebra de Lie de campos
de vectores que nos permite reconstruir la acción de grupo local. El ejemplo
más simple es aquel en el que el grupo de Lie local actúa sobre sí mismo por
traslaciones a la izquierda (o a la derecha) y obtenemos el álgebra de Lie del
grupo de Lie. El álgebra de Lie, siendo un objeto lineal, es inmediatamente
más accesible que el grupo.
Las álgebras de Lie son una estructura algebraica que ha encontrado nu-
merosas aplicaciones, no solo en diferentes ramas de las matemáticas como
Teoría de Grupos y Anillos, Geometría Diferencial, Geometría Algebraica,
Funciones Especiales, Teoría de Números, Ecuaciones Diferenciales o la To-
pología [7, 40, 42, 73], sino también en otros campos científicos como la Física
en la que los grupos y las álgebras de Lie [6, 33, 71] han tenido inmumera-
bles aplicaciones tanto en Física Newtoniana como en la Física del siglo XX:
mecánica cuántica, teoría de perturbaciones, espectroscopía atómica, física
nuclear, física de partículas elementales, física del estado sólido, etc. (ver
[7, 20, 31, 43] y referencias incluidas). Una de las razones del éxito que ha te-
nido la teoría de Grupos en la Física radica en el hecho que permite describir
el concepto de simetría. Esto fue establecido en el teorema de Noether, el cual
xi
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básicamente señala que las leyes de conservación de un sistema físico están
directamente relacionadas con el grupo de simetría que posee el sistema en
estudio. De este modo, importantes propiedades del sistema físico subyacen
en el álgebra de simetría de la acción. Ejemplo de esto es que las álgebras de
Lie son una herramienta esencial en teoría cuántica de campos, en particular
en la descripción del Modelo Estándard de la Física de Partículas así como
también en el estudio de la Teoría General de la Relatividad.
Otras aplicaciones más recientes aparecen en el campo de la Economía y
Finanzas [39], visión por ordenador [75] o teoría de control [46] entre otros.
Una amplia línea de investigación que ha producido notables resultados
y ha encontrado numerosas aplicaciones en campos tan diversos como los
citados anteriormente y otros, ha consistido y consiste en el estudio de ge-
neralizaciones de la estructura algebraica de álgebra de Lie. Esta línea de
investigación no solo tiene interés desde el punto de vista algebraico, sino
que ha venido propiciado por la aparición de nuevos problemas en diferentes
campos científicos que han motivado su estudio. Entre otras generalizaciones
se pueden citar las superálgebras de Lie [48], las superálgebra de Lie de color
[68, 69], las álgebras de Poisson [52], las álgebras de Lie-Rinehart [41, 67], los
sistemas triples de Lie [54], las álgebras de Nambu (Filippov o n-álgebras de
Lie) [28, 65], las álgebras de Leibniz [56], las n-álgebras de Leibniz [16], las
álgebras de Gerstenhaber [32], las álgebras de Lie cuánticas [23], las álgebras
Kac-Moody [49] o las álgebras de Virasoro [8, 30, 74] (que son las extensiones
centrales del álgebra de Witt compleja de los campos de vectores polinómicos
complejos sobre el círculo unidad).
Desde su introducción en 1992 por Loday [55, 56], las álgebras de Leibniz
constituyen una de las generalizaciones de las álgebras de Lie en la que los in-
vestigadores han centrado sus esfuerzos, ya que han sido objeto de un amplio
y exhaustivo estudio que ha propiciado la aparición de resultados novedosos
en diferentes campos de aplicación [12, 21, 27, 29, 37, 51, 59, 60, 61] e impor-
tantes relaciones con las álgebras de Lie [34, 50, 57, 58, 66], entre otros. No
obstante, en el año 2006 se ha introducido una nueva generalización de las
álgebras de Lie [38] mediante la modificación de la identidad de Jacobi por
medio de un endomorfismo alterador, contexto que aparece en numerosas si-
tuaciones como son las deformaciones-discretizaciones multiplicativas de las
derivadas, que tienen muchas aplicaciones en modelos de fenómenos cuán-
ticos, así como en análisis de sistemas complejos y procesos que muestran
una invarianza de escala total o parcial. La propiedad algebraica clave que
es compartida por esos tipos de operadores diferenciales y en diferencias, y
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haciéndolos tan útiles, es que satisfacen algunas versiones de la regla de Leib-
niz explicando como calcular el operador sobre productos produce su acción
sobre cada factor.
El álgebra de Lie de dimensión infinita de los campos de vectores polinó-
micos complejos sobre el círculo unidad, el álgebra de Witt, es un ejemplo
importante en el cálculo diferencial e integral clásicos, relacionándolo con la
topología y la geometría, y al mismo tiempo responsable de muchas de sus
propiedades algebraicas clave. El álgebra envolvente universal del álgebra de
Witt es isomorfa al álgebra asociativa con un número infinito de generadores
{dj : j ∈ Z} con relaciones
[dn, dm] = dndm − dndm = (n−m)dn+m, para n,m ∈ Z. (1)
El álgebra de Witt también puede ser definida como el álgebra de Lie
compleja de las derivaciones sobre el álgebra de los polinomios de Laurent
C[t, t−1] en una variable, es decir, el álgebra de Lie de los operadores lineales
D sobre C[t, t−1] satisfaciendo la regla de Leibniz ordinaria D(ab) = D(a)b+
aD(b), con el conmutador tomado como corchete de Lie. Esta definición fue
tomada como punto de partida para la generalización del álgebra de Witt,
incorporando operadores obedeciendo a una regla de Leibniz generalizada
alterada por un endomorfismo.
Importantes ejemplos de tales operadores tipo derivación alterados, amplia-
mente investigados en física e ingeniería y subyaciendo en los fundamentos del
q-análisis, son la q-derivada de Jackson Dq(f)(t) = f(qt)−f(t)qt−t y MtDq(f)(t) =
f(qt)−f(t)
q−1 actuando sobre C[t, t
−1] u otros espacios de funciones. Satisfacen
la regla de Leibniz σq-alterada (q-deformada) D(fg) = D(f)g + σq(f)D(g)
para el automorfismo reescalante σq(f)(t) = f(qt). En este caso especial la
construcción produce una q-deformación natural del álgebra de Witt que se
convierte en el álgebra de Witt usual definida por (1) cuando q = 1. Sin
embargo, las relaciones de conmutación definidas en este caso parecen ser
diferentes, no desde algunas condiciones surgiendo para resolver específica-
mente el caso de las q-deformaciones, sino también por elección de C[t, t−1]
como un ejemplo del coeficiente subyacente del álgebra y especificando que
σ es el automorfismo σq en la construcción general de las σ-derivaciones. Por
simple elección de diferentes coeficientes del álgebra o σ-derivación básica
se pueden construir otros análogos y deformaciones del álgebra de Witt. El
hecho más importante de esta teoría es que, como en el caso no deformado,
las deformaciones y análogos del álgebra de Witt obtenidos por diferentes
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elecciones del coeficiente subyacente del álgebra, el endomorfismo σ y de la
σ-derivación básica, son precisamente las estructuras algebraicas naturales
para el cálculo diferencial e integral y geometría basados en las correspon-
dientes clases de derivaciones generalizadas y operadores tipo diferencia.
El álgebra de Witt no deformada tiene una única, salvo multiplicación por
escalar, 1-dimensional extensión central, el álgebra de Lie-Virasoro. Su álge-
bra envolvente universal, también llamada álgebra de Virasoro, es el álgebra
con un conjunto infinito de generadores {dj : j ∈ Z} ∪ {c} y relaciones
[dj, dk] = djdk − dkdj = (j − k)dj+k + δj+k,0 1
12
(j + 1)j(j − 1)c,
[c, dk] = cdk − dkc = 0, para j, k ∈ Z.
Para construir la extensión central del álgebra de Witt deformada es necesa-
rio desarrollar un marco construido sobre las σ-derivaciones. Para ello en [38]
prueban que la generalización del álgebra de Witt por σ-derivaciones gene-
rales satisface la antisimetría y una identidad de Jacobi alterada generalizada.
Esto define una clase de álgebras no asociativas con multiplicación satisfa-
ciendo la antisimetría y tal identidad de Jacobi generalizada, y conteniendo
a las álgebras de Lie como el caso no alterado. Armados con estas observa-
ciones Hartwig, Larsson y Silvestrov definen en [38] la correspondiente clase
de álgebras no asociativas denominadas álgebras Hom-Lie [38, 64], esto es,
son espacios vectoriales V dotados de un producto corchete antisimétrico y
de una aplicación α : V → V satisfaciendo la denominada identidad Hom-
Jacobi: [α(x), [y, z]] + [α(z), [x, y]] + [α(y), [z, x]] = 0, para todo x, y, z ∈ V .
Cuando el homomorfismo alteración α es la identidad, la identidad Hom-
Jacobi se convierte en la identidad de Jacobi clásica, convirtiendo las álgebras
de Lie en un ejemplo de álgebras Hom-Lie.
Desde el artículo introductorio [38], un estudio de diferentes tipos de
Hom-estructuras está en marcha: álgebras Hom-asociativas, Hom-Leibniz y
Hom-Lie admisibles pueden encontrarse en [64]; álgebras Hom-Nambu-Lie
son tratadas en [3, 4, 5]; superálgebras Hom-Lie son estudiadas en [2]; Hom-
álgebras, álgebras Hom-Maltsev, Hom-alternativas y Hom-Jordan son anali-
zadas en [62, 79]; álgebras Hom-Lie de color son tratadas en [80]; etc.
Como es natural, también se ha iniciado el estudio de la versión no an-
tisimétrica de las álgebras Hom-Lie: las álgebras Hom-Leibniz, que han si-
do mencionadas por primera vez en [64] y su estudio se reduce a algunas
consideraciones en los trabajos [3, 19, 64, 63, 76, 45]. Desde el punto de
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vista del álgebra homológica, las aportaciones se reducen a la introducción
de una cohomología, interpretando el segundo grupo mediante extensiones,
que se aplica para tratar la teoría de deformaciones de extensiones, lo que
básicamente se reduce al estudio del segundo grupo de cohomología de una
Hom-álgebra con coeficientes sobre sí misma vía la representación adjunta;
y por otro lado, la introducción de una homología con la que se realiza un
incipiente estudio de extensiones centrales universales.
Los argumentos expuestos con anterioridad motivan la necesidad de es-
tudiar en profundidad este tipo de estructuras algebraicas, intentando gene-
ralizar en la medida de lo posible los resultados conocidos sobre álgebras de
Lie/Leibniz al contexto Hom-Lie/Leibniz así como las relaciones existentes
entre ambas estructuras.
El trabajo que aquí se presenta se enmarca dentro de esta filosofía y, en
concreto, se centra principalmente en el estudio de las extensiones centrales
universales de álgebras Hom-Lie y Hom-Leibniz, así como en las relaciones
existentes entre ellas, tal y como se explicará pormenorizadamente más abajo,
aparte del estudio de otras propiedades como son el levantamiento de auto-
morfismos y derivaciones en extensiones centrales y el estudio de la extensión
central universal de un producto semi-directo.
Los resultados presentados permiten rebatir la teoría de extensiones cen-
trales universales de [19], modificándola e introduciendo nuevas nociones de
centralidad y perfección que permiten generalizar los resultados clásicos al
contexto Hom, aunque en entornos más restrictivos. Por otro lado, los re-
sultados conseguidos han servido de contraejemplo en el proceso de cate-
gorificación de la teoría de extensiones centrales universales al contexto de
categorías semi-abelianas, ya que han puesto de manifiesto que el contexto
semi-abeliano no es suficiente para que la condición UCE (la composición
de dos extensiones centrales es central) [17] se verifique. Los contraejemplos
1.5.10 y 3.1.10 así lo corroboran y ello ha llevado a pensar en condiciones
suficientes que ha de satisfacer la categoría para que la condición (UCE) se
satisfaga. Parece que las categorías peri-abelianas dan una respuesta [36].
Para presentar los resultados mencionados hemos estructurado la me-
moria en tres capítulos, estando el primero de ellos dedicado al estudio del
material necesario básico sobre las álgebras Hom-Lie, el estudio de su teoría
de homología y centrando especial atención a las extensiones centrales univer-
sales de álgebras Hom-Lie y su relación con el producto tensor no abeliano de
álgebras Hom-Lie. En el segundo capítulo se describe el material básico nece-
sario sobre álgebras Hom-Leibniz, el estudio de propiedades categóricas que
xvi INTRODUCCIÓN
permiten establecer que las álgebras Hom-Leibniz constituyen una categoría
semi-abeliana, conteniendo a las álgebras Hom-Lie como una subcategoría
de Birkhoff, y al estudio de su homología. El último capítulo, que contiene
los resultados más relevantes de la memoria, está dedicado exclusivamente
a estudiar extensiones centrales universales de álgebras Hom-Leibniz, siendo
necesario la introducción de un nuevo concepto de centralidad que hemos
denominado extensiones α-centrales, estableciéndose su relación con las ex-
tensiones α-centrales universales de álgebras Hom-Lie y su relación con el
producto tensor no abeliano de álgebras Hom-Leibniz; en las secciones fina-
les se estudian el levantamiento de automorfismos y derivaciones sobre una
α−capa y el estudio de la extensiones α−centrales universales del producto
semi-directo de dos álgebras Hom-Leibniz α-perfectas. Como notificación ge-
neral, los resultados obtenidos cuando se aplican al caso particular en el que
el endomorfismo alterador es la identidad (caso de considerar las álgebras de
Lie/Leibniz como álgebras Hom-Lie/Leibniz), coinciden con los correspon-
dientes resultados clásicos de álgebras de Lie/Leibniz.
De forma más detallada, en la primera sección del Capítulo 1 se introducen
los conceptos básicos necesarios sobre álgebras Hom-Lie, así un álgebra Hom-
Lie es un triple (L, [−,−], αL) consistente en un K-espacio vectorial L, una
aplicación bilineal [−,−] : L × L → L y un homomorfismo de K-espacios
vectoriales αL : L→ L satisfaciendo:
a) [x, y] = −[y, x] (antisimetría)
b) [αL(x), [y, z]]+[αL(z), [x, y]]+[αL(y), [z, x]] = 0 (Identidad Hom-Jacobi)
para todo x, y, z ∈ L. Un homomorfismo de álgebras Hom-Lie f : (L, αL)→
(M,αM) es una aplicación K-lineal f : L → M tal que conserva el corchete
y verifica que f · αL = αM · f .
El álgebra Hom-Lie se dice que es multiplicativa si la aplicación lineal αL
conserva el corchete, es decir, αL[x, y] = [αL(x), αL(y)] para todo x, y ∈ L.
En este trabajo se consideran únicamente álgebras Hom-Lie multiplicativas.
Se recuerdan los conceptos de subálgebra, ideal y álgebra cociente, intro-
duciendo además elementos necesarios como la subálgebra conmutador, de
la que se analizan sus propiedades, las derivaciones y el centro de un álgebra
Hom-Lie.
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La segunda sección, y al objeto de disponer de ejemplo concretos, se de-
dica a clasificar las álgebras Hom-Lie bidimensionales complejas obteniendo
las siguientes clases de isomorfía:
a) Abelianas.
b) [a1, a2] = −[a2, a1] = a1 y αL está representada por la matriz
(
0 α12
0 α22
)
.
c) [a1, a2] = −[a2, a1] = a1 y αL está representada por la matriz
(
α11 α12
0 1
)
,
con α11 ∈ C, α11 6= 0.
En la tercera sección se recopilan un conjunto de nociones básicas co-
mo los conceptos de Hom-acción, Hom-módulo, derivación y producto semi-
directo, estableciendo el correspondiente teorema de correpresentabilidad de
las derivaciones, a partir del cual se obtiene la sucesión exacta de K-espacios
vectoriales
0→ Derα(Q,M) ∆→ Derα(G,M) ρ→ HomQ(Nab,M)
asociada a la sucesión exacta de álgebras Hom-Lie 0→ (N,αN) i→ (G,αG) pi→
(Q,αQ)→ 0 y al Hom-Q-módulo (M,αM) tal que la Hom-acción verifica que
αQ(q) m = q m, para todo q ∈ Q,m ∈M .
En la cuarta sección, siguiendo [76, 78], se recuerda el complejo de ca-
denas que permite calcular la homología de un álgebra Hom-Lie (L, αL) con
coeficientes en un Hom-L-módulo (M,αM), denotada por Hα∗ (L,M), presen-
tando como aportación la demostración de que el complejo de cadenas está
bien definido mediante el uso de las fórmulas de Cartan generalizadas, las
cuales pueden ser de utilidad en el futuro para probar que la homología de
álgebras Hom-Lie puede ser descrita mediante un funtor TOR.
Las dos últimas secciones contienen los resultados más novedosos relativos
a las extensiones centrales universales de álgebras Hom-Lie. Así, la quinta sec-
ción se dedica a generalizar los resultados clásicos de la teoría de extensiones
centrales universales de álgebras de Lie, en concreto se trata de generalizar los
criterios de reconocimiento de extensiones centrales universales de álgebras
de Lie al contexto de las álgebras Hom-Lie.
Las categorías clásicas como grupos, álgebras de Lie, álgebras de Leib-
niz y otras similares comparten la propiedad común de que las extensiones
centrales universales están caracterizadas por los siguientes resultados:
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a) Un álgebra es perfecta (L = [L,L])⇔ admite una extensión central
universal.
b) (K) : 0 → M i→ K pi→ L → 0 es universal ⇔ K es perfecta y toda
extensión central 0→ N j→ G p→ K → 0 es escindida.
c) (K) : 0 → M i→ K pi→ L → 0 es una extensión central universal ⇔
H1(K) = H2(K) = 0.
Para poder probar estas caracterizaciones es absolutamente imprescin-
dible utilizar el hecho de que la composición de dos extensiones centrales
también es una extensión central. Desafortunadamente esta propiedad no se
mantiene en la categoría de álgebras Hom-Lie tal y como se demostrará en
el contraejemplo 1.5.10.
Este inconveniente provoca la introducción del concepto de extensión α-
central:
Definición. Una sucesión exacta corta de álgebras Hom-Lie (K) : 0 →
(M,αM)
i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 se dice que es central si [M,K] = 0.
Equivalentemente, M ⊆ Z(K).
Decimos que (K) es α-central si [αM(M), K] = 0. Equivalentemente,
αM(M) ⊆ Z(K).
Obviamente, cada extensión central es una extensión α-central. Nótese
que en el caso αM = IdM , ambas nociones coinciden.
Definición. Una extensión central (K) : 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→
(L, αL) → 0 se dice que es universal si para cada extensión central (K ′) :
0 → (M ′, αM ′) i
′→ (K ′, αK′) pi
′→ (L, αL) → 0 existe un único homomorfismo
de álgebras Hom-Lie h : (K,αK)→ (K ′, αK′) tal que pi′ · h = pi.
Decimos que la extensión central (K) : 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→
(L, αL) → 0 es α-central universal si para cada extensión α-central (K ′) :
0 → (M ′, αM ′) i
′→ (K ′, αK′) pi
′→ (L, αL) → 0 existe un único homomorfismo
de álgebras Hom-Lie h : (K,αK)→ (K ′, αK′) tal que pi′ · h = pi.
Obviamente, cada extensión α-central universal es una extensión central
universal. Nótese que en el caso αM = IdM , ambas nociones coinciden.
Los resultados principales de esta sección proporcionan los siguientes cri-
terios de reconocimiento para las extensiones centrales (respectivamente, α-
centrales) universales de álgebras Hom-Lie:
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Teorema.
a) Si una extensión central 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0
es una extensión α-central universal, entonces (K,αK) es un álgebra
Hom-Lie perfecta y cada extensión central de (K,αK) es escindida.
b) Sea 0→ (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL)→ 0 una extensión central.
Si (K,αK) es un álgebra Hom-Lie perfecta y cada extensión central de
(K,αK) es escindida, entonces 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) →
0 es una extensión central universal.
c) Un álgebra Hom-Lie (L, αL) admite una extensión central universal si,
y sólo si, (L, αL) es perfecta.
d) El núcleo de la extensión central universal es canónicamente isomorfo
a Hα2 (L).
Corolario.
a) Sea 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 una extensión α-central
universal, entonces Hα1 (K) = Hα2 (K) = 0.
b) Sea 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 una extensión central
tal que Hα1 (K) = Hα2 (K) = 0, entonces 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→
(L, αL)→ 0 es una extensión central universal.
En la última sección de este capítulo se introduce el concepto de producto
tensor (respectivamente, producto exterior) no abeliano de álgebras Hom-
Lie (Definición 1.3) que generaliza al correspondiente producto tensor no
abeliano de álgebras de Lie introducido en [24], estableciendo su relación
con las extensiones centrales universales de álgebras Hom-Lie, relación que
generaliza la correspondiente en el contexto de álgebras de Lie [25, 24, 44].
Se demuestra que el producto tensor no abeliano definido está caracteriza-
do por una propiedad universal, para ello se introduce el concepto de paridad
Hom-Lie universal (Definición 1.6.3) y se demuestra que siendo (M,αM) y
(N,αN) Hom-ideales de un álgebra Hom-Lie (L, αL), la aplicación
h : (M,αM)× (N,αN)→ (M ⊗N,αM⊗N) , (m,n) 7→ m⊗ n
es una paridad Hom-Lie universal.
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Finalmente, como resultados centrales de la sección, se demuestra que si
el álgebra Hom-Lie (L, αL) es perfecta, entonces la extensión central,
ψ : (L⊗ L, αL⊗L) (L, αL)
es la extensión central universal de (L, αL) y que si (M,αM) es un Hom-ideal
de un álgebra Hom-Lie perfecta (L, αL), entonces la siguiente sucesión
Ker(L ∧M ψ|→ M)→ Hα2 (L)→ Hα2 (
L
M
)→ M
[L,M ]
→ 0
es exacta.
El Capítulo 2 se dedica a estudiar los aspectos estructurales necesarios
de las álgebras Hom-Leibniz que serán el soporte imprescindible para poder
abordar en la tercera sección el estudio de las extensiones centrales universales
de álgebras Hom-Leibniz.
En la primera sección de este Capítulo 2 se introducen nociones básicas
sobre álgebras Hom-Leibniz (multiplicativas) tales como subálgebra, ideal
bilátero, álgebra cociente, conmutador, normalizador, centro y derivación,
dedicando la segunda sección a clasificar las álgebras Hom-Leibniz complejas
bidimensionales, prestando únicamente atención a las que no son álgebras
Hom-Lie, puesto que éstas ya han sido clasificadas en el capítulo anterior.
Como resultado principal, se han clasificado las álgebras Hom-Leibniz que
no son Hom-Lie en las siguientes 6 clases de isomorfía:
d) [a1, a2] = a1, α =
(
0 0
0 µ
)
, µ 6= 0.
e) [a1, a1] = a1, α =
(
0 0
0 µ
)
, µ 6= 0.
f) [a2, a2] = a1, α =
(
µ2 0
0 µ
)
, µ 6= 0.
g) [a2, a1] = a2, α =
(
1 0
0 µ
)
, µ 6= 0.
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h) [a1, a2] = c112a1, [a2, a1] = c121a1, [a2, a2] = c122a1, α =
(
0 1
0 0
)
.
i) [a2, a2] = a1, α =
(
1 1
0 1
)
.
En la tercera sección se estudian las propiedades categóricas de las álge-
bras Hom-Leibniz, estableciendo que la categoría Hom-Leib de las álgebras
Hom-Leibniz satisface los axiomas de categoría semi-abeliana [11], siendo
la categoría Hom-Lie de las álgebras Hom-Lie una subcategoría de Birkhoff
de Hom-Leib. De estos resultados se derivan importante consecuencias como
que Hom-Leib es una categoría homológica [11] y por tanto resultados clási-
cos como el lema de los nueve, el lema de los tres o el lema de la serpiente
se verifican en esta categoría. Por otra parte la propiedad de ser Hom-Lie
una subcategoría de Birkhoff de Hom-Leib permitirá comparar las teorías de
extensiones centrales universales de ambas categorías generalizando las com-
paraciones establecidas entre extensiones centrales universales de álgebras de
Lie y de Leibniz en [34].
En la cuarta y última sección se introduce la noción de Hom-acción
(Definición 2.4.3); una Hom-acción a la derecha sobre un álgebra Hom-
Leibniz abeliana se denomina Hom-representación, estructura que se em-
plea para introducir el producto semi-directo y establecer el teorema de
correpresentabilidad de las derivaciones. Un hecho relevante que ocurre en
este contexto es que las extensiones escindidas de álgebras Hom-Leibniz
0 → (A,αA) i→ (B,αB) pi→ (C, IdC) → 0 son aquellas que son equivalen-
tes a la extensión 0→ (A,αA) j→ (Ao C, α˜) p→ (C, IdC)→ 0.
Por otro lado, la Hom-acción a la izquierda sobre un álgebra Hom-Leibniz
abeliana da lugar a la noción de Hom-co-representación, que son los coefi-
cientes adecuados para la construcción del complejo de cadenas, cuya buena
definición se prueba mediante adecuadas fórmulas de Cartan generalizadas,
a partir del cual se definen los K-espacios vectoriales de homología de un
álgebra Hom-Leibniz (L, αL) con coeficientes en una Hom-co-representación
(M,αM) como
HLα∗ (L,M) := H∗(CL
α
∗ (L,M) = M ⊗ L⊗∗, d∗)
estableciendo la interpretación de los K-espacios vectoriales de homología en
dimensiones bajas y la fórmula
HLαn(L,L)
∼= HLαn+1(L,K), n ≥ 0
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que generaliza el correspondiente isomorfismo para homología de Leibniz da-
do en [56] (ver también la aplicación 3.1 en [34]).
Finalmente, para una Hom-co-representación (M,αM) de un álgebra Hom-
Leibniz (L, αL), se establece la existencia de un homomorfismoHLα? (L,M)→
Hα? (LLie, αM(M)) que es un epimorfismo en dimensiones 0 y 1. En el caso par-
ticular αL = IdL y αM = IdM se recupera el correspondiente homomorfismo
relacionando la homología de Leibniz y la homología de Chevalley-Eilenberg
en [57].
El tercer Capítulo constituye el núcleo central de la memoria. En él se
introducen nuevos conceptos de centralidad, perfección y universalidad de
extensiones centrales de álgebras Hom-Leibniz, así como los correspondiente
resultados de caracterización, estudiando su relación con el producto tensor
no abeliano, propiedades de levantamiento de automorfismos y derivaciones y
la extensión central universal del producto semi-directo. Se generalizan resul-
tados clásicos de la teoría de extensiones centrales universales de álgebras de
Leibniz, pero al igual que sucede en el caso de álgebras Hom-Lie, la compo-
sición de extensiones centrales (aún siendo álgebras Hom-Leibniz que no son
Hom-Lie) no es, en general, una extensión central, tal y como se muestra el
Ejemplo 3.1.10, lo que impide obtener una generalización completa de los re-
sultados clásicos, sin embargo obliga a la introducción de un nuevo concepto
de centralidad para las extensiones de álgebras Hom-Leibniz.
La primera sección discurre de forma análoga al estudio realizado pa-
ra las extensiones centrales universales de álgebras Hom-Lie, consiguiendo
la generalización de los resultados del contexto Hom-Lie al contexto Hom-
Leibniz, prestando especial atención a los criterios de reconocimiento, que al
mismo tiempo constituyen la generalización de resultados clásicos de teoría
de extensiones centrales universales de álgebras de Leibniz en [13, 18].
Puesto que un álgebra Hom-Lie perfecta también es un álgebra Hom-
Leibniz perfecta, entonces admite extensión central universal en ambas cate-
gorías. El objetivo de la segunda sección es estudiar la relación entre ambas
extensiones centrales universales, en particular se pretende generalizar los re-
sultados que relacionan las extensiones centrales universales de un álgebra de
Lie en las categorías de álgebras de Lie y de Leibniz obtenidos en [34], pero
de nuevo es necesario hacer uso de la composición de extensiones centrales, lo
que impide obtener relaciones significativas entre ambas extensiones centra-
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les universales, no siendo posible obtener una generalización completa de los
resultados en [34]. Ello nos conduce a analizar las relaciones en el contexto
de las extensiones α-centrales universales.
Para ello se introduce un nuevo concepto de perfección: un álgebra Hom-
Lie (respectivamente, Hom-Leibniz) (L, αL) se dice que es α-perfecta si
L = [αL(L), αL(L)],
demostrando que toda álgebra Hom-Lie (respectivamente, Hom-Leibniz) α-
perfecta admite extensión α-central universal, denotada por
(
uceLieα (L) , α˜
)
(respectivamente,
(
uceLeibα (L) , α
)
(Teorema 3.2.5), estableciendo el principal
resultado (Proposición 3.2.6) que
(
uceLeibα (L) , α
)
es la extensión central uni-
versal del álgebra Hom-Lie α-perfecta
(
uceLieα (L) , α˜
)
en la categoría Hom-Leib
y que además hay un isomorfismo de álgebras Hom-Lie(
uceLieα (L) , α˜
) ∼= ((uceLeibα (L))Lie , αLie) .
También se demuestra el siguiente resultado (Proposición 3.2.7) referi-
do a las extensiones centrales universales de un álgebra Hom-Lie perfecta:
sean (uceLie (L) , α˜) y (uceLeib (L) , α) las extensiones centrales universales de
un álgebra Hom-Lie perfecta (L, αL) en las categorías Hom-Lie y Hom-Leib,
respectivamente. Entonces,
(uceLie (L) , α˜) ' (uceLeib (L) , α)⇐⇒ Hα2 (L) ' HLα2 (L) .
En la tercera sección introducimos un producto tensor no abeliano de
álgebras Hom-Leibniz (Definición 3.3.1) que generaliza al correspondiente
producto tensor no abeliano de álgebras de Leibniz introducido en [35], es-
tableciendo su relación con las extensiones centrales universales de álgebras
Hom-Leibniz, relación que generaliza la correspondiente en el contexto de
álgebras de Leibniz [35]. Siguiendo un paralelismo con el producto tensor no
abeliano de álgebras Hom-Lie, dados (M,αM) y (N,αN) Hom-ideales biláte-
ros de un álgebra Hom-Leibniz (L, αL), las aplicaciones
h1 : (M,αM)× (N,αN)→ (M ∗N,αM∗N) , (m,n) 7→ m ∗ n
y
h2 : (N,αN)× (M,αM)→ (M ∗N,αM∗N) , (n,m) 7→ n ∗m
son una paridad Hom-Leibniz universal, en la que (M ∗N,αM∗N) denota el
producto tensor no abeliano de álgebras Hom-Leibniz.
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Por otro lado, si (L, αL) es un álgebra Hom-Leibniz perfecta, entonces
la extensión central, ψ : (L ∗ L, αL∗L)  (L, αL) es la extensión central
universal de (L, αL). Además el producto tensor no abeliano aparece en la
siguiente sucesión exacta
Ker
(
L ∗M +M ∗ L ψ|→M
)
→ HLα2 (L)→ HLα2
(
L
M
)
→ M
[L,M ] + [M,L]
→ 0
en la que (M,αM) es un Hom-ideal bilátero del álgebra Hom-Leibniz perfecta
(L, αL).
Finalmente, se establece la relación de los productos tensores no abelianos
de álgebras Hom-Leibniz (respectivamente, Hom-Lie) con la extensión α-
central universal mediante el siguiente resultado: si el álgebra Hom-Leibniz
(L, αL) es α−perfecta, entonces la extensión central,
ϕ :
(
αL (L) ∗ αL (L) , ααL(L)∗αL(L)
)
 (L, αL)
es la extensión α−central universal de (L, αL), y el correspondiente para
álgebras Hom-Lie.
La cuarta sección se dedica al estudio de las propiedades funtoriales de las
extensiones centrales y α-centrales universales. Se introducen los conceptos
de álgebra Hom-Leibniz centralmente cerrada y simplemente conexa y se
generalizan los resultados obtenidos en [13] para álgebras de Leibniz. A partir
de la extensión central universal de un álgebra Hom-Leibniz se construye un
funtor covariante exacto a la derecha uce : Hom− Leibperf → Hom− Leibperf
entre la categoría de álgebra Hom-Leibniz perfectas. En consecuencia, se
obtiene el siguiente homomorfismo de Hom-grupos
Aut(L, αL) → {g ∈ Aut(uce(L), α˜) : g(HLα2 (L)) = HLα2 (L)}
f 7→ uce(f)
Mediante consideraciones similares se hace un análisis paralelo con respecto
a las propiedades funtoriales de álgebras Hom-Leibniz α-perfectas.
Por otro lado, se muestra que una derivación d de un álgebra Hom-Leibniz
α-perfecta (L, αL) da lugar a una derivación uceα (d) de (uceα(L), α), dando
lugar el siguiente diagrama conmutativo:
(uceα (L) , α)
uceα(d)//
Uα

(uceα (L) , α)
Uα

(L, αL)
d // (L, αL)
(2)
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De la conmutatividad se deriva la existencia de un funtor covariante exacto
a la derecha uceα entre la categoría de álgebras Hom-Leibniz α-perfectas. En
consecuencia, una derivación d de (L, αL) da lugar a una derivación uceα(d)
de (uceα(L), α) que aplica Ker(Uα) en si mismo.
De esta forma se obtiene el homomorfismo de Hom-K-espacios vectoriales
uceα : Der(L, αL) → {δ ∈ Der(uceα(L), α) : δ(Ker(Uα) ⊆ Ker(Uα)}
d 7→ uceα(d)
Análogas consideraciones se pueden hacer con respecto a álgebras Hom-
Leibniz perfectas.
En la sección 5 se estudia bajo que condiciones un automorfismo o una
derivación puede ser levantado en una α-capa. Una extensión central de ál-
gebras Hom-Leibniz f : (L′, αL′) (L, αL) en la que (L′, αL′) es un álgebra
Hom-Leibniz α−perfecta se llama una α-capa. Se restringe el estudio a las
α-capas puesto que en las construcciones que intervienen en las demostracio-
nes es necesario componer extensiones centrales, hecho que impide obtener
resultados más generales.
Se obtienen los siguientes resultados que generalizan a los correspondien-
tes de álgebras de Leibniz en [13]:
Sea f : (L′, αL′)  (L, αL) una α-capa. Por las propiedades funtoriales,
se puede construir el siguiente diagrama conmutativo:
Ker (Uα′)

Ker (Uα)

(uceα(L
′), α′)
uceα(f)//
Uα′

(uceα(L), α)
Uα

(L′, αL′)
f // // (L, αL)
(3)
Se prueba que uceα(f) es un isomorfismo y, denotando por
C := Ker(Uα′ · uceα(f)−1) = uceα(f) (Ker (Uα′))
se verifica que para cualquier h ∈ Aut (L, αL), existe un único θh ∈ Aut (L′, αL′)
tal que el siguiente diagrama es conmutativo:
(L′, αL′)
f // //
θh

(L, αL)
h

(L′, αL′)
f // // (L, αL)
(4)
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si, y solo si, el automorfismo uceα(h) de (uceα (L) , α) satisface uceα(h) (C) =
C. En este caso, está unívocamente determinado por el diagrama (4) y
θh (Ker(f)) = Ker(f).
Además, la aplicación
Θ : {h ∈ Aut (L,αL) : uceα(h) (C) = C} → {g ∈ Aut (L′, αL′) : g (Ker(f)) = Ker(f)}
h 7→ θh
es un isomorfismo de Hom-grupos.
En particular, si (L, αL) es un álgebra Hom-Leibniz α-perfecta, entonces
la aplicación
Aut(L, αL) → {g ∈ Aut(uceα(L), α) : g(Ker(Uα)) = Ker(Uα)}
h 7→ uceα(h)
es un isomorfismo de Hom-grupos.
Por otro lado, si f : (L′, αL′) (L, αL) es una α−capa y denotando por
C := uceα(f) (Ker (Uα′)) ⊆ Ker(Uα), entonces se prueba que:
a) Para cualquier d ∈ Der (L, αL) existe una δd ∈ Der (L′, αL′) tal que el
siguiente diagrama es conmutativo
(L′, αL′)
f // //
δd

(L, αL)
d

(L′, αL′)
f // // (L, αL)
(5)
si, y solamente si, la derivación uceα(d) de (uceα (L) , α) verifica que
uceα(d) (C) ⊆ C.
En este caso, δd está unívocamente determinada por (5) y δd (Ker(f))
⊆ Ker(f).
b) La aplicación
∆ : {d ∈ Der (L,αL) : uceα(d) (C) ⊆ C} → {ρ ∈ Der (L′, αL′) : ρ (Ker(f)) ⊆ Ker(f)}
d 7→ δd
es un isomorfismo de Hom-espacios vectoriales.
c) Para la α-capa Uα : (uceα(L), α) (L, αL), la aplicación
uceα : Der(L, αL)→ {δ ∈ Der(uceα(L), αL) : δ(Ker(Uα)) ⊆ Ker(Uα)}
es un isomorfismo de Hom-espacios vectoriales.
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Ya en la sección final, se analiza la relación entre la extensión α-central
universal del producto semi-directo de un álgebra de Leibniz perfecta que
actúa sobre un álgebra Hom-Leibniz α-perfecta y el producto semi-directo
de las extensiones central y α-central universal correspondientes a cada una
de ellas. Una vez más es necesario trabajar en el entorno más restringido de
extensiones α-centrales universales debido a los problemas con las extensiones
del producto semi-directo (Lema 2.4.16) y el omnipresente problema de la
composición de extensiones centrales (Lema 3.1.11).
El marco general de este trabajo se considera una extensión escindida de
álgebras Hom-Leibniz α-perfectas
0 // (M,αM)
t // (G,αG)
p // (Q, IdQ) //
s
oo 0
en la que (G,αG) ∼= (M,αM) o (Q, IdQ), donde la Hom-acción de (Q, IdQ)
sobre (M,αM) está dada por q m = [s(q), t(m)] y m  q = [t(m), s(q)], q ∈
Q,m ∈ M . Supondremos además, en el momento oportuno, que la acción
anterior es simétrica, es decir, que q m+m  q = 0.
Aplicando las propiedades funtoriales del funtor uceα(−) descritas me-
diante el diagrama (3) y teniendo en cuenta que (Q, IdQ) es α-perfecta, que
es exactamente lo mismo a decir que Q es perfecta, se tiene el siguiente
diagrama conmutativo:
Ker(UMα )

Ker(UGα )

HL2(Q)

(uceα(M), αM)
UMα
τ // (uceα(G), αG)
UGα
pi // (uce(Q), Iduce(Q))
uQ

σ
oo
0 // (M,αM)
t // (G,αG)
p // (Q, IdQ) //
s
oo 0
Aquí τ = uceα(t), pi = uceα(p), σ = uceα(s).
Los resultados centrales de la sección establecen que para una extensión
escindida de álgebras Hom-Leibniz α-perfectas
0 // (M,αM)
t // (G,αG)
p // (Q, IQ) //
s
oo 0
en la que la Hom-acción inducida de (Q, IdQ) sobre (M,αM) es simétrica, se
verifican las siguientes afirmaciones:
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1. (uceα(G), αG) = τ (uceα (M) , αM)o σ
(
uce (Q) , Iduce(Q)
)
.
2. σ
(
uce (Q) , Iduce(Q)
) ∼= (uce (Q) , Iduce(Q)) .
3.
(
Ker(UGα ), αG|
) ∼= τ (Ker(UMα ), αM |)⊕ σ (HL2(Q), Iduce(Q)|) .
4. El homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz Φ : (uceα (M)o uce (Q) ,
αM o Iduce(Q)
)→ (G,αG) dado por Φ ({αM(m1), αM(m2)} , {q1, q2}) =
(t [αM(m1), αM(m2)] , s [q1, q2]) es un epimorfismo que hace conmutati-
vo el diagrama(
uceα (M)o uce (Q) , αM o Iduce(Q)
) τoσ // //
Φ
**
(uceα (G) , αG)
UGαwwww
(G,αG)
y cuyo núcleo es Ker(UMα )⊕HL2(Q).
5. Ker (τ o σ) ∼= uce (Q) Ker(UMα )⊕Ker(UMα )  uce (Q) .
y que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) Φ = (t·UMα )o(s·uQ) :
(
uceα (M)o uce (Q) , αM o Iduceα(Q)
)→ (G,αG)
es una extensión central, y por lo tanto, una α-capa.
b) La Hom-acción de (uce(Q), IdQ) sobre (Ker(UMα ), αM |) es trivial.
c) τ o σ es un isomorfismo. En consecuencia uceα (M) o uce (Q) es la
extensión α-central universal de (G,αG).
d) τ es inyectiva.
En particular, para el producto directo (G,αG) = (M,αM)× (Q, IdQ) se
tiene que(
uceα (M ×Q) , αM × IdQ
) ∼= (uceα (M)× uce (Q) , αM × Iduce(Q)) .
Capítulo 1
Álgebras Hom-Lie
1.1. Nociones básicas
Definición 1.1.1 [38] Un álgebra Hom-Lie es un triple (L, [−,−], αL) con-
sistente en un K-espacio vectorial L, una aplicación bilineal [−,−] : L×L→
L y un homomorfismo de K-espacios vectoriales αL : L→ L satisfaciendo:
a) [x, y] = −[y, x] (antisimetría)
b) [αL(x), [y, z]]+[αL(z), [x, y]]+[αL(y), [z, x]] = 0 (Identidad Hom-Jacobi)
para todo x, y, z ∈ L.
En términos de la representación adjunta adx : L→ L, adx(y) = [x, y], la
identidad Hom-Jacobi puede escribirse como [64]:
adαL(z) · ady = adαL(y) · adz + ad[z,y] · αL
Definición 1.1.2 [76] Un álgebra Hom-Lie (L, [−,−], αL) se dice que es
multiplicativa si la aplicación lineal αL conserva el corchete, es decir,
αL[x, y] = [αL(x), αL(y)]
para todo x, y ∈ L.
1
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Ejemplo 1.1.3
a) Tomando αL = Id en la Definición 1.1.1 obtendremos la definición de
álgebra de Lie. En consecuencia, las álgebras Hom-Lie incluyen a las
álgebras de Lie como una subcategoría, lo que motiva el nombre "álge-
bras Hom-Lie" como una deformación de las álgebras de Lie alteradas
por un homomorfismo. Además es un álgebra Hom-Lie multiplicativa.
b) Siendo (A, µA, αA) un álgebra Hom-asociativa multiplicativa [64], en-
tonces HLie(A) = (A, [−,−], αA) es un álgebra Hom-Lie multiplicativa
en la que [x, y] = µA(x, y)− µA(y, x), para todo x, y ∈ A [76].
c) Sea (L, [−,−]) un álgebra de Lie y α : L → L un endomorfismo de
álgebras Lie. Definamos [−,−]α : L ⊗ L → L por [x, y]α = α[x, y],
para todo x, y ∈ L. Entonces (L, [−,−]α, α) es un álgebra Hom-Lie
multiplicativa [76, Teorema 5.3].
d) Álgebras Hom-Lie abelianas o conmutativas son K-espacios vectoriales
V con corchete trivial y cualquier aplicación lineal α : V → V [38].
e) El álgebra Hom-Lie de Jackson sl2(K) es una deformación Hom-Lie
del álgebra de Lie clásica sl2(K) definida por [h, f ] = −2f, [h, e] =
2e, [e, f ] = h. El álgebra de Jackson sl2(K) está relacionada con las
derivaciones de Jackson. Como K-espacio vectorial está generada por
{e, f, h} con multiplicación dada por [h, f ]t = −2f − 2tf, [h, e]t =
2e, [e, f ]t = h +
t
2
h y la aplicación lineal αt está definida por αt(e) =
2+t
2(1+t)
e = e+
∞∑
k=0
(−1)k
2
tke, αt(h) = h, αt(f) = f +
t
2
f [63].
f) Para ejemplos procedentes de deformaciones referimos a [76].
Definición 1.1.4 Un homomorfismo de álgebras Hom-Lie f : (L, [−,−], αL)
→ (L′, [−,−]′, αL′) es una aplicación K-lineal f : L→ L′ tal que:
a) f([x, y]) = [f(x), f(y)]′.
b) f · αL(x) = αL′ · f(x),
para todo x, y ∈ L.
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Las álgebras Hom-Lie (L, [−,−], αL) y (L′, [−,−]′, αL′) son isomorfas si
hay un homomorfismo f : (L, [−,−], αL) → (L′, [−,−]′, αL′) de álgebras
Hom-Lie tal que f : L→ L′ es biyectiva.
Un homomorfismo de álgebras Hom-Lie multiplicativas es un homomor-
fismo de las álgebras Hom-Lie subyacentes.
En lo sucesivo, siempre que no haya confusión con los corchetes, adopta-
remos la notación abreviada (L, αL)
Definición 1.1.5 Sea (L, [−,−], αL) un álgebra Hom-Lie. Una subálgebra
Hom-Lie (H,αH) de (L, [−,−], αL) es un subespacio vectorial H de L, que
es cerrado para el corchete e invariante por αL, es decir,
a) [x, y] ∈ H, para todo x, y ∈ H.
b) αL(x) ∈ H, para todo x ∈ H(αH = αL|).
Una subálgebra Hom-Lie (H,αH) de (L, [−,−], αL) se dice que es un
Hom-ideal si [x, y] ∈ H para todo x ∈ H, y ∈ L.
Si (H,αH) es un Hom-ideal de (L, [−,−], αL), entonces (L/H, [−,−], αL),
donde [x, y] = [x, y], para todo x, y ∈ L/H, y α : L/H → L/H, α(x) = αL(x)
para todo x ∈ L/H, adquiere una estructura de álgebra Hom-Lie, que se
llama álgebra Hom-Lie cociente.
De esta forma tenemos definida la categoría Hom− Lie (respectivamen-
te, (Hom− Liemult) cuyos objetos son álgebras Hom-Lie (respectivamente,
Hom-Lie multiplicativas) y cuyos morfismos son los homomorfismos de álge-
bras Hom-Lie (respectivamente, Hom-Lie multiplicativas). Obviamente hay
un funtor inclusión inc : Hom− Liemult → Hom− Lie. Este funtor tiene co-
mo adjunto por la izquierda el funtor multiplicativo (−)mult : Hom− Lie →
Hom− Liemult que asigna a un álgebra Hom-Lie (L, [−,−], αL) el álgebra
Hom-Lie multiplicativa (L/I, [−,−], αL˜), donde I es el ideal de L generado
por los elementos αL[x, y]− [αL(x), αL(y)], para todo x, y ∈ L.
En lo sucesivo, nos referiremos como álgebras Hom-Lie a las álgebras
Hom-Lie multiplicativas.
Definición 1.1.6 Sean (H,αH) y (K,αK) Hom-ideales de un álgebra Hom-
Lie (L, [−,−], αL). La subálgebra Hom-Lie conmutador de (H,αH) y (K,αK),
denotada por ([H,K], α[H,K]), es la subálgebra Hom-Lie de (L, [−,−], αL) ge-
nerada por los corchetes [h, k], h ∈ H, k ∈ K.
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Lema 1.1.7 Sean (H,αH) y (K,αK) Hom-ideales de un álgebra Hom-Lie
(L, [−,−], αL). Se verifican:
a) (H ∩K,αH∩K) y (H +K,αH+K) son Hom-ideales de (L, αL).
b) [H,K] ⊆ H ∩K.
c) ([H,K], α[H,K]) es un Hom-ideal de (L, αL) cuando αL es sobreyectiva.
d) ([H,K], α[H,K]) es un Hom-ideal de (H,αH) y de (K,αK), respectiva-
mente.
e) Cuando H = K y αL es sobreyectiva, entonces ([H,H], α[H,H]) es un
Hom-ideal de (L, αL).
f) Si H = K = L, entonces ([L,L], α[L,L]) es un Hom-ideal de (L, αL).
Demostración. Todas las afirmaciones se obtienen inmediatamente de las
correspondientes definiciones. 2
Lema 1.1.8 Sean (H,αH) y (K,αK) Hom-ideales de un álgebra Hom-Lie
(L, [−,−], αL) tales que H,K ⊆ αL(L), entonces ([H,K], α[H,K]) es un Hom-
ideal de (αL(L), [−,−], αL|).
Demostración. Para cualquier h ∈ H, k ∈ K,α(l) ∈ αL(L), se verifica que
[α(l), [h, k]] = [α(k), [h, l]] + [α(h), [l, k]] ∈ [H,K]. 2
Nota 1.1.9 En los casos particulares α = Id o αL sobreyectiva, entonces
([H,K], α[H,K]) es un Hom-ideal de (L, [−,−], αL).
Definición 1.1.10 Se llama normalizador de una Hom-subálgebra (M,αM)
de un álgebra Hom-Lie (L, [−,−], αL) al subespacio
NL(M) = {x ∈ L | [x,M ] ⊆M}
Cuando αL : L → L es un epimorfismo, entonces (NL(M), αL|) es un
Hom-ideal de (L, [−,−], αL).
Definición 1.1.11 Se llama centro de un álgebra Hom-Lie (L, [−,−], αL) al
subespacio
Z(L) = {x ∈ L | [x, y] = 0, para todo y ∈ L}
Cuando αL : L→ L es un epimorfismo, entonces (Z(L), αL|) es un Hom-
ideal de (L, [−,−], αL).
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Definición 1.1.12 Una derivación de un álgebra Hom-Lie (L, [−,−], αL) es
una aplicación K-lineal d : L→ L satisfaciendo
a) d[x, y] = [d(x), αL(y)] + [αL(x), d(y)], para todo x, y ∈ L.
b) d · αL = αL · d.
Nota 1.1.13 Por la identidad Hom-Jacobi 1.1.1 b) tenemos que
adαL(x)[y, z] = [adx(y), αL(z)] + [αL(y), adx(z)]
para todo x, y, z ∈ L. De aquí, adx : L → L dada por adx(y) = [x, y] no es
una derivación, excepto en el caso αL = Id.
No obstante, si (L, [−,−], αL) es un álgebra Hom-Lie tal que α2L = αL,
entonces adx(y) = [αL(x), y] es una derivación. En efecto,
adx[y, y
′] = [αL(x), [y, y′]] = [α2L(x), [y, y
′]] = −[αL(y′), [αL(x), y]]−
[αL(y), [y
′, αL(x)]] = [adx(y), αL(y′)] + [αL(y), adx(y′)].
adx ·αL(y) = [αL(x), αL(y)] = [α2L(x), αL(y)] = αL([αL(x), y]) = αL · adx(y).
Nótese que además de las álgebras Hom-Lie triviales, es decir, aquellas
cuyo homomorfismo deformador α es la identidad o el homomorfismo nulo,
existen numerosos ejemplos de álgebras Hom-Lie satisfaciendo la condición
α2 = α, por ejemplo las álgebras Hom-Lie multiplicativas complejas bidi-
mensionales cuyo espacio vectorial subyacente tiene por base {a1, a2}, con
producto corchete dado por la tabla [a1, a2] = −[a2, a1] = a1 (los corchetes
que no aparecen se entiende que son nulos) y con aplicación lineal α repre-
sentada por matrices de la forma
(
0 γ
0 1
)
, con γ 6= 0. Este tipo de álgebras
pertenecen a la clase de isomorfía 1.2.3 b).
Denotaremos por Der(L) el conjunto de todas las derivaciones del álgebra
Hom-Lie (L, [−,−], αL).
1.2. Clasificación de las álgebras Hom-Lie
En este apartado procederemos a determinar la clasificación en clases de
isomorfía de las álgebras Hom-Lie complejas de dimensiones 1 y 2.
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1.2.1. Constantes de estructura
Sea (L, [−,−], αL) un álgebra Hom-Lie de dimensión n. Esto significa que
L como K-espacio vectorial tiene una base {a1, a2, . . . , an} y el endomorfismo
αL está representado por la matriz A = (αij) con respecto a la base dada.
Para determinar su estructura algebraica basta con conocer como se com-
porta el corchete sobre los elementos de la base, es decir, es suficiente con
conocer los escalares ckij tales que
[ai, aj] =
n∑
k=1
ckijak
y los coeficientes αij correspondientes a la matriz A.
Proposición 1.2.1 Sea (L, [−,−], αL) un álgebra Hom-Lie (no necesaria-
mente multiplicativa) con base {a1, a2, . . . , an}. Sean ckij las constantes de
estructura relativas a esta base para 1 ≤ i, j, k ≤ n y αij, 1 ≤ i, j ≤ n los
coeficientes de la matriz A asociada al endomorfismo αL con respecto a la
base dada. Entonces (L, [−,−], αL) es un álgebra Hom-Lie si, y solamente
si, las constantes de estructura y los coeficientes matriciales satisfacen las
siguientes propiedades:
a) ckij + ckji = 0, 1 ≤ i, j, k ≤ n; ckii = 0, 1 ≤ i, k ≤ n, siempre que
car(K) 6= 2.
b)
n∑
p=1
αpi
(
n∑
q=1
cqjkc
l
pq
)
+
n∑
p=1
αpk
(
n∑
q=1
cqijc
l
pq
)
+
n∑
p=1
αpj
(
n∑
q=1
cqkic
l
pq
)
= 0,
1 ≤ i, j, k, l,≤ n.
Demostración.
a) Basta con aplicar la identidad 1.1.1 a):
0 = [ai, aj] + [aj, aj] =
n∑
k=1
ckijak +
n∑
k=1
ckjiak =
n∑
k=1
(
ckij + c
k
ji
)
ak, de donde se
obtiene la primera propiedad.
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Si car(K) 6= 2, entonces 1.1.1 a) implica que [ai, ai] = 0, i = 1, . . . , n, por
lo que
n∑
k=1
ckiiak = 0, de donde se induce el resultado.
b) Basta con aplicar la identidad de Hom-Jacobi 1.1.1 b):
[α(ai), [aj, ak]] + [α(ak), [ai, aj]] + [α(aj), [ak, ai]] = 0
[
n∑
l=1
αlial,
n∑
m=1
cmjkam] + [
n∑
p=1
αpkap,
n∑
q=1
cqijaq] + [
n∑
r=1
αrjar,
n∑
s=1
cskias] = 0
n∑
p=1
αpi
(
n∑
q=1
cqjk[ap, aq]
)
+
n∑
p=1
αpk
(
n∑
q=1
cqij[ap, aq]
)
+
n∑
p=1
αpj
(
n∑
q=1
cqki[ap, aq]
)
= 0
n∑
l=1
{
n∑
p=1
αpi
(
n∑
q=1
cqjkc
l
pq
)
+
n∑
p=1
αpk
(
n∑
q=1
cqijc
l
pq
)
+
n∑
p=1
αpj
(
n∑
q=1
cqkic
l
pq
)}
al
= 0. 2
Proposición 1.2.2 Las álgebras Hom-Lie con el mismo espacio vectorial
subyacente (L, [−,−], αL) y (L, [−,−]′, αL′) son isomorfas si, y sólo si, existe
una matriz regular P tal que A′ = P.A.P−1 y P.[ai, aj] = [P.ai, P.aj]′, i, j =
1, . . . , n, donde A,A′ y P denotan las correspondientes matrices representan-
tes de αL, αL′ y f con respecto a la base {a1, a2, . . . , an}, respectivamente.
Demostración. El hecho viene directamente de la Definición 1.1.4. 2
1.2.2. Clasificación de álgebras de dimensión ≤ 2
Las álgebras Hom-Lie unidimensionales obviamente son todas abelianas.
En el siguiente resultado clasificamos las álgebras Hom-Lie bidimensionales.
Proposición 1.2.3 Las álgebras Hom-Lie multiplicativas bidimensionales
complejas con base {a1, a2} son isomorfas a una en las siguientes clases de
isomorfía:
a) Abelianas.
b) [a1, a2] = −[a2, a1] = a1 y αL está representada por la matriz
(
0 α12
0 α22
)
.
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c) [a1, a2] = −[a2, a1] = a1 y αL está representada por la matriz
(
α11 α12
0 1
)
,
con α11 ∈ C, α11 6= 0.
Demostración. Desde la condición de antisimetría tenemos que [a1, a1] =
[a2, a2] = 0 y [a1, a2] = −[a2, a1]. La identidad Hom-Jacobi se satisface inde-
pendientemente del homomorfismo αL. Así sólo tenemos restricciones proce-
dentes del hecho de que la aplicación C-lineal αL : L → L representada por
la matriz
(
α11 α12
α21 α22
)
debe conservar el corchete.
Con el fin de abreviar los cálculos, utilizaremos bases que permitan escri-
bir la matriz asociada de αL mediante su forma canónica de Jordan. Así, la
matriz asociada de αL únicamente puede ser de dos formas:(
λ 0
0 µ
)
o
(
λ 1
0 λ
)
Por otra parte y con respecto a la base que proporciona la forma canónica
de Jordan de αL, que denominaremos {a1, a2}, se tiene que [a1, a2] = c112a1 +
c212a2 = −[a2, a1].
i) Si αL está representada por la matriz
(
λ 0
0 µ
)
, entonces se tiene que
α(a1) =
(
λ 0
0 µ
)(
1
0
)
= (λ, 0) = λa1
α(a2) =
(
λ 0
0 µ
)(
0
1
)
= (0, µ) = µa2
Finalmente, αL ha de conservar el corchete, es decir:
αL([a1, a2]) = αL(c
1
12a1 + c
2
12a2) = c
1
12αL(a1) + c
2
12αL(a2) = c
1
12λa1 + c
2
12µa2,
[αL(a1), αL(a2)] = [λa1, µa2] = λµ[a1, a2] = λµ(c
1
12a1 + c
2
12a2).
Comparando las combinaciones lineales se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones:
λc112(µ− 1) = 0
µc212(λ− 1) = 0
}
La discusión y resolución del sistema produce los siguientes casos:
(A1) c112 = c212 = 0, en cuyo caso el álgebra Hom-Lie es abeliana.
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(A2) c112 = 0, c212 6= 0, entonces el sistema se reduce a µ(λ− 1) = 0.
Consideramos el caso µ = 0, λ 6= 1, por lo que resulta el álgebra
[a1, a2] = c
2
12a2 y la matriz de αL es
(
λ 0
0 0
)
, con λ 6= 1.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base {a1, 1c212a2},
entonces tendríamos que [a1, a2] = a2.
(A3) c112 = 0, c212 6= 0, entonces el sistema se reduce a µ(λ− 1) = 0.
Consideramos el caso µ 6= 0, λ = 1, por lo que resulta el álgebra
[a1, a2] = c
2
12a2 y la matriz de αL es
(
1 0
0 µ
)
, con µ 6= 0.
Normalizando la base podemos considerar que [a1, a2] = a2.
(A4) c112 = 0, c212 6= 0, entonces el sistema se reduce a µ(λ− 1) = 0.
Consideramos el caso µ = 0, λ = 1, por lo que resulta el álgebra
[a1, a2] = c
2
12a2 y la matriz de αL es
(
1 0
0 0
)
.
Normalizando la base podemos considerar que [a1, a2] = a2.
Este caso y el (A2) se pueden unificar en un único caso sin restricciones
sobre λ.
(A5) c112 6= 0, c212 = 0, entonces el sistema se reduce a λ(µ− 1) = 0.
Consideramos el caso λ = 0, µ 6= 1, por lo que resulta el álgebra
[a1, a2] = c
1
12a1 y la matriz de αL es
(
0 0
0 µ
)
, con µ 6= 1.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base { 1
c112
a1, a2},
entonces tendríamos que [a1, a2] = a1.
(A6) c112 6= 0, c212 = 0, entonces el sistema se reduce a λ(µ− 1) = 0.
Consideramos el caso λ 6= 0, µ = 1, por lo que resulta el álgebra
[a1, a2] = c
1
12a1 y la matriz de αL es
(
λ 0
0 1
)
, con λ 6= 0.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base { 1
c112
a1, a2},
entonces tendríamos que [a1, a2] = a1.
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(A7) c112 6= 0, c212 = 0, entonces el sistema se reduce a λ(µ− 1) = 0.
Consideramos el caso λ = 0, µ = 1, por lo que resulta el álgebra
[a1, a2] = c
1
12a1 y la matriz de αL es
(
0 0
0 1
)
.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base { 1
c112
a1, a2},
entonces tendríamos que [a1, a2] = a1.
Este caso y el (A5) se pueden unificar en un único caso sin restricciones
sobre µ.
(A8) c112 6= 0, c212 6= 0, entonces el sistema se reduce a λ(µ− 1) = 0µ(λ− 1) = 0
}
, que
solo tiene dos soluciones: λ = 0, µ = 0 y λ = 1, µ = 1.
Consideramos el caso λ = 0, µ = 0, por lo que resulta el álgebra
[a1, a2] = c
1
12a1 + c
2
12a2 y la matriz de αL es
(
0 0
0 0
)
.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base { 1
c112
a1, a2},
entonces tendríamos que [a1, a2] = a1 + γa2, siendo γ =
c212
c112
6= 0.
(A9) Consideramos el subcaso producido por la solución λ = 1, µ = 1 del
caso anterior, por lo que resulta el álgebra [a1, a2] = c112a1 + c212a2 y la
matriz de αL es
(
1 0
0 1
)
.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base { 1
c112
a1, a2},
entonces tendríamos que [a1, a2] = a1 + γa2, siendo γ =
c212
c112
6= 0. Es
decir, obtenemos las álgebras de Lie.
ii) Si αL está representada por la matriz
(
λ 1
0 λ
)
, entonces se tiene que
αL(a1) =
(
λ 1
0 λ
)(
1
0
)
= (λ, 0) = λa1
αL(a2) =
(
λ 1
0 λ
)(
0
1
)
= (1, λ) = a1 + λa2
Finalmente, αL ha de conservar el corchete, es decir:
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αL([a1, a2]) = αL(c
1
12a1 + c
2
12a2) = c
1
12αL(a1) + c
2
12αL(a2) =
c112λa1 + c
2
12(a1 + λa2),
[αL(a1), αL(a2)] = [λa1, a1 + λa2] = λ
2[a1, a2] = λ
2(c112a1 + c
2
12a2).
Comparando las combinaciones lineales se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones:
(λ2 − λ)c112 = c212
(λ2 − λ)c212 = 0
}
La discusión y resolución del sistema produce los siguientes casos:
(B1) Si c212 = 0, entonces (λ2 − λ)c112 = 0. Si además c112 = 0, entonces λ
puede tomar cualquier valor.
Así el álgebra obtenida tiene corchete [a1, a2] = 0, con
(
λ 1
0 λ
)
como
matriz asociada de αL, con λ ∈ C. Es decir, que el álgebra es abeliana.
(B2) Si c212 = 0 y c112 6= 0, entonces λ2 − λ = 0, es decir, λ = 0 o λ = 1.
En el subcaso λ = 0, el álgebra obtenida tiene corchete [a1, a2] = c112a1,
con
(
0 1
0 0
)
como matriz asociada a αL.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base { 1
c112
a1, a2},
entonces tendríamos que [a1, a2] = a1.
(B3) Considerando el subcaso λ = 1 del caso anterior, el álgebra obtenida
tiene corchete [a1, a2] = a1, con
(
1 1
0 1
)
como matriz asociada a αL.
(B4) Si c212 6= 0, el sistema no tiene solución y, por tanto, no produce ningún
tipo de álgebra.
Ahora verificaremos si algunas de las clases obtenidas son isomorfas entre
si, para lo cual aplicaremos el criterio dado en la Proposición 1.2.2.
• Las álgebras de las clases (A1) y (B1) son abelianas.
• Las álgebras de las clases (A2) y (A4) se unifican en una única clase sin res-
tricciones sobre λ. Esta clase es isomorfa a la clase b) siendo P =
(
1 −1
1 0
)
y α12 = α22 = λ.
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Las álgebras de las clases (A5) y (A7) se unifican en una única clase
sin restricciones sobre µ. Esta clase es isomorfa a la clase b) siendo P =(
1 −1
0 1
)
y α12 = α22 = µ.
La clase (A8) es isomorfa a la clase b) siendo P =
(
1 1
γ 1 + γ
)
y α12 =
α22 = 0.
La clase (B2) es isomorfa a la clase b) con P =
(
1 0
0 1
)
, α12 = 1 y
α22 = 0.
• La clase (A3) es isomorfa a la clase c) con P =
(
0 −1
1 1
)
, α11 = µ 6= 0 y
α12 = µ− 1.
La clase (A6) es isomorfa a la clase c) siendo P =
(
1 1
0 1
)
, α11 = λ 6= 0
y α12 = λ− 1.
La clase (A9) es isomorfa a la clase c) siendo P =
(
1 0
γ 1
)
, α11 = 1 y
α12 = 0.
La clase (B3) es isomorfa a la clase c) siendo P =
(
1 0
0 1
)
y α11 =
α12 = 1. 2
Nota 1.2.4
a) Dos álgebras de la clase b) en la Proposición 1.2.3, con endomorfismos
dados por las matrices
(
0 α12
0 α22
)
y
(
0 β12
0 β22
)
, son isomorfas si, y
sólo si, α22 = β22 y β12 = pα12 + qα22, p, q ∈ C, p 6= 0.
b) Dos álgebras de la clase c) en la Proposición 1.2.3, con endomorfismos
dados por las matrices
(
α11 α12
0 1
)
y
(
β11 β12
0 1
)
, son isomorfas si,
y sólo si, α11 = β11 y β12 = pα12 + q(1− α11), p, q ∈ C, p 6= 0.
c) Es evidente que si Φ : (L, αL)→ (L′, αL′) es un isomorfismo de álgebras
Hom-Lie, entonces det(α) = det(α′), por lo que si det(α) 6= det(α′),
entonces las álgebras Hom-Lie no son isomorfas.
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La siguiente tabla pone de manifiesto que las clases descritas en la
Proposición 1.2.3 son no isomorfas dos a dos debido a sus propiedades
algebraicas.
Abeliana det(α)
1.2.3 a) Si
1.2.3 b) No 0
1.2.3 c) No 6= 0
Álgebras Hom-Lie bidimensionales complejas
1.3. Acciones entre álgebras Hom-Lie
Definición 1.3.1 Sean (L, αL) y (M,αM) álgebras Hom-Lie. Una Hom-
acción de (L, αL) sobre (M,αM) consiste en una aplicación bilineal σ : L ⊗
M →M,σ(x⊗m) = x m satisfaciendo las siguientes identidades:
a) [x, y]  αM(m) = αL(x)  (y m)− αL(y)  (x m).
b) αL(x)  [m,m′] = [x m,αM(m′)] + [αM(m), x m′].
c) αM(x m) = αL(x)  αM(m),
para todo x, y ∈ L y m,m′ ∈M
Ejemplo 1.3.2
a) Sea M una L-álgebra de Lie con acción dada por σ : L → Der(M).
Entonces hay una Hom-acción de (L, IdL) sobre (M, IdM) dada por σ.
b) Sea (K,αK) una Hom-subálgebra de un álgebra Hom-Lie (L, [−,−], αL)
(incluso (K,αK) = (L, αL)) y (H,αH) un Hom-ideal de (L, αL). Exis-
te una Hom-acción de (K,αK) sobre (H,αH) dada por el corchete en
(L, αL).
Definición 1.3.3 [76] Sea (L, αL) un álgebra Hom-Lie. Un Hom-L-módulo
(por la izquierda) es un par (M,αM) donde M es un K-espacio vectorial y
αM : M → M es una aplicación K-lineal dotada de una acción dada por
una aplicación bilineal ρ : L ⊗ M → M, definida por ρ(x ⊗ m) = x  m,
satisfaciendo las siguientes propiedades:
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a) [x, y]  αM(m) = αL(x)  (y m)− αL(y)  (x m).
b) αM(x m) = αL(x)  αM(m),
para todo x, y ∈ L y m ∈M .
De forma análoga se define la estructura de Hom-L-módulo por la derecha,
sin más que cambiar las acciones por la izquierda por acciones por la derecha.
Nota 1.3.4 Después de las Definiciones 1.3.1 y 1.3.3 se sigue que un álgebra
Hom-Lie (M,αM) tiene estructura de Hom-L-módulo si existe una Hom-
acción de (L, αL) sobre (M,αM) y (M,αM) es un álgebra Hom-Lie abeliana.
Ejemplo 1.3.5
a) (L, αL) es un Hom-L-módulo con acción dada por el corchete.
b) Si g es un álgebra de Lie considerada como álgebra Hom-Lie como en
el Ejemplo 1.1.3 a) y M es un g-módulo en el sentido usual, entonces
(M, IdM) es un Hom-g-módulo.
c) Sea g un álgebra de Lie, α : g → g un endomorfismo tal que (g, α) es
un álgebra Hom-Lie y M un g-módulo en el sentido usual, tal que la
acción de g sobre M satisface la condición α(x) m = x m, para todo
x ∈ g y m ∈M . Entonces (M, Id) es un Hom-g-módulo.
Un ejemplo de esta situación está dada por el álgebra de Lie bidimen-
sional L generada por {e, f}, con corchete [e, f ] = −[f, e] = e y en-
domorfismo α representado por la matriz
(
1 1
0 1
)
, siendo M el ideal
generado por {e}.
d) Una sucesión abeliana del álgebras Hom-Lie es una sucesión exacta de
álgebras Hom-Lie 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0, en la que
(M,αM) es un álgebra Hom-Lie abeliana, αK ·i = i·αM y pi·αK = αL ·pi.
La sucesión abeliana induce una Hom-acción de (L, αL) sobre (M,αM)
por medio de la acción dada por σ : L ⊗M → M,σ(x,m) = x m =
[k,m], pi(k) = x, x ∈ L, k ∈ K,m ∈M .
e) Para otros ejemplos referimos al Ejemplo 6.2 en [76].
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Definición 1.3.6 Sean (L, αL) un álgebra Hom-Lie con una Hom-acción
sobre las álgebras Hom-Lie (M,αM) y (M ′, αM ′). Se dice que un homomor-
fismo de álgebras Hom-Lie f : (M,αM)→ (M ′, αM ′) conserva la Hom-acción
si f(x m) = x  f(m), para todo x ∈ L,m ∈M .
Se denota por HomL(M,M ′) el conjunto de todos los homomorfismos
f : (M,αM)→ (M ′, αM ′) que conservan la Hom-acción de (L, αL).
Definición 1.3.7 Sean (L, [−,−], αL) un álgebra Hom-Lie y (M,αM) un
Hom-L-módulo. Una derivación de L en M es una aplicación K-lineal d :
L→M satisfaciendo
a) d[x, y] = αL(x)  d(y)− αL(y)  d(x), para todo x, y ∈ L.
b) αM · d = d · αL.
Denotamos por Derα (L,M) el espacio vectorial de todas las derivaciones de
(L, αL) sobre (M,αM).
Ejemplo 1.3.8
a) Cuando M = L considerado como Hom-L-módulo vía la estructura
dada en el Ejemplo 1.3.5 a), entonces obtenemos la Definición 1.1.12.
b) Sea (M,αM) un Hom-L-módulo y consideremos un elemento fijo m ∈
M . Definamos dm : L → M por dm(x) = x m, entonces dm no es en
general una derivación (aunque si lo es si (M,αM) y (L, [−,−], αL) son
como en el Ejemplo 1.3.5 c)), pero satisface las siguientes identidades:
dαM (m)[x, y] = αL(x)  dm(y)− αL(y)  dm(x),
αM · dm = dαM (m) · αL.
Definición 1.3.9 Sea (L, αL) un álgebra Hom-Lie y (M,αM) un Hom-L-
módulo. El producto semi-directo (M o L, α˜) es el álgebra Hom-Lie con K-
espacio vectorial subyacente M ⊕ L, con corchete
[(m1, x1), (m2, x2)] = (αL(x1) m2 − αL(x2) m1, [x1, x2])
y endomorfismo
α˜ : M ⊕ L→M ⊕ L
dado por
α˜(m,x) = (αM(m), αL(x))
para todo x, x1, x2 ∈ L y m,m1,m2 ∈M .
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Verificamos a continuación que el producto semi-directo está bien defini-
do, en otras palabras, que (M o L, α˜) es un álgebra Hom-Lie. Para ello, en
primer lugar, verificamos que α˜ es un homomorfismo:
α˜[(m1, x1), (m2, x2)] = α˜(αL(x1) m2 − αL(x2) m1, [x1, x2]) =
(αM(αL(x1) m2 − αL(x2) m1), αL[x1, x2]) =
(α2L(x1)  αM(m2)− α2L(x2)  αM(m1), αL[x1, x2]).
y
[α˜(m1, x1), α˜(m2, x2)] = [(αM(m1), αL(x1)), (αM(m2), αL(x2))] =
(α2L(x1)  αM(m2)− α2L(x2)  αM(m1), [αL(x1), αL(x2)]).
El corchete es antisimétrico y satisface la identidad Hom-Jacobi 1.1.1 b):
[α˜(m1, x1), [(m2, x2), (m3, x3)]] + [α˜(m3, x3), [(m1, x1), (m2, x2)]]+
[α˜(m2, x2), [(m3, x3), (m1, x1)]] =
[(αM(m1), αL(x1)), (αL(x2) m3 − αL(x3) m2, [x2, x3])]+
[(αM(m3), αL(x3)), (αL(x1) m2 − αL(x2) m1, [x1, x2])]+
[(αM(m2), αL(x2)), (αL(x3) m1 − αL(x1) m3, [x3, x1])] =
(α2L(x1)  (αL(x2) m3−αL(x3) m2)−αL[x2, x3] αM(m1), [αL(x1), [x2, x3]])+
(α2L(x3)  (αL(x1) m2−αL(x2) m1)−αL[x1, x2] αM(m3), [αL(x3), [x1, x2]])+
(α2L(x2)  (αL(x3) m1−αL(x1) m3)−αL[x3, x1] αM(m2), [αL(x2), [x3, x1]]) =
(α2L(x1)  (αL(x2) m3) + α2L(x3)  (αL(x1) m2) + α2L(x2)  (αL(x3) m1)−
α2L(x1)  (αL(x3) m2)− α2L(x3)  (αL(x2) m1)− α2L(x2)  (αL(x1) ·m3)−
αL[x2, x3]  αM(m1)− αL[x1, x2]  αM(m3)− αL[x3, x1]  αM(m2),
[αL(x1), [x2, x3]] + [αL(x3), [x1, x2]] + [αL(x2), [x3, x1]]) =
(α2L(x1)  (αL(x2) m3)− α2L(x2)  (αL(x1) m3)− αL[x1, x2]  αM(m3)
α2L(x3)  (αL(x1) m2)− α2L(x1)  (αL(x3) m2)− αL[x3, x1]  αM(m2)
α2L(x2)  (αL(x3) m1)− α2L(x3)  (αL(x2) m1)− αL[x2, x3]  αM(m1),
[αL(x1), [x2, x3]] + [αL(x3), [x1, x2]] + [αL(x2), [x3, x1]]) = (0, 0)
por el axioma 1.3.3 a) y la identidad Hom-Jacobi 1.1.1 b).
Hay un homomorfismo inyectivo i : M →MoL dado por i(m) = (m, 0) y
un homomorfismo sobreyectivo pi : MoL→ L dado por pi(m, l) = l. Además,
i(M) es un Hom-ideal de M o L tal que MoL
i(M)
∼= L. De aquí, tenemos una
sucesión exacta de álgebras Hom-Lie
0→ (M,αM) i→ (M o L, α˜) pi→ (L, αL)→ 0 (1.1)
y (M,αM) es un Hom-M o L-módulo vía pi.
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Observamos que la sucesión induce una Hom-acción de L sobre M la
cual, en general, no coincide con la dada previamente (excepto en el caso
αM = IdM).
Sabemos por el Ejemplo 1.3.5 d) que una sucesión con núcleo abeliano in-
duce una estructura de Hom-L-módulo sobreM , que en el caso de la sucesión
exacta anterior sería:
l m ≡ [(0, l) , (m, 0)] = (αL (l) m− αL (0)  0, [l, 0]) = (αL (l) m, 0) ≡ αL (l) m
por lo que la Hom-acción de (L, αL) sobre (M,αM) inducida por la extensión
no coincide necesariamente con la acción inicial de Hom-L-módulo que posee
(M,αM), sino que coincide con la acción de αL (L) sobre M.
Por otro lado, esta sucesión escinde por σ : L→M o L, σ(l) = (0, l). En
efecto, σ es un homomorfismo de álgebras Hom-Lie, ya que
[σ (l1) , σ (l2)] = [(0, l1) , (0, l2)] = (αL (l1)  0− αL (l2)  0, [l1, l2]) = (0, [l1, l2])
= σ [l1, l2] ,
y
α˜ (σ (l)) = α˜ (0, l) = (αM (0) , αL (l)) = (0, αL (l)) = σ (αL (l)) .
Además, la proyección θ : M o L → M, θ(m, l) = m es una derivación,
cuando M es un Hom-M o L-módulo vía pi, es decir, con la Hom-acción
dado por (m, l)Nm′ = pi (m, l)  m′ = l  m′. En efecto, sean m, m′ ∈ M y
(m1, l1) , (m2, l2) ∈M o L, entonces:
θ [(m1, l1) , (m2, l2)]− α˜ (m1, l1)Nθ (m2, l2) + α˜ (m2, l2)Nθ (m1, l1) =
θ (αL (l1) m2 − αL (l2) m1, [l1, l2])− (αM (m1) , αL (l1))Nm2+
(αM (m2) , αL (l2))Nm1 =
αL (l1) m2 − αL (l2 m1)− αL (l1) m2 + αL (l2) m1 = 0.
y
θ (α˜ (m1, l1))− αM (θ (m1, l1)) = θ (αM (m1) , αL (l1))− αM (m1) = 0.
Lema 1.3.10 Sea f : (K,αK) → (L, αL) un homomorfismo de álgebras
Hom-Lie, (M,αM) un Hom-L-módulo y d : (L, αL) → (M,αM) una deri-
vación. Entonces d · f : (K,αK)→ (M,αM) es una derivación.
Demostración. Para cualquier x, y ∈ K, se verifica:
(d · f) [x, y] = d [f(x), f(y)] = αL (f(x))  d (f(y))− αL (f(y))  d (f(x)) =
f (αK (x))  (d · f)(y)− f (αK (y))  (d · f)(x)) = αK (x)N(d · f)(y)−
αK (y)N(d · f)(x).
y
(d ·f) ·αK = d · (f ·αK) = d · (αL · f) = (d ·αL) ·f = (αM ·d) ·f = αM · (d · f) .
2
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Proposición 1.3.11 Sea (L, αL) un álgebra Hom-Lie y (M,αM) un Hom-
L-módulo. Para cada homomorfismo de álgebras Hom-Lie f : (K,αK) →
(L, αL) y cada derivación d : (K,αK)→ (M,αM) existe un único homomor-
fismo de álgebras Hom-Lie h : (K,αK) → (M o L, α˜) tal que pi · h = f y
θ · h = d, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:
(K,αK)
f
&&
h

d
ww
(M,αM)
i // (M o L, α˜)
θ
nn
pi // (L, αL)
Recíprocamente, cada homomorfismo de álgebras Hom-Lie h : (K,αK) →
(M o L, α˜), determina un homomorfismo de álgebras Hom-Lie f = pi · h :
(K,αK)→ (L, αL) y una f -derivación d = θ · h : (K,αK)→ (M,αM).
Demostración. El homomorfismo h : K →M oL, h(x) = (d (x) , f (x)), para
todo x ∈ K, satisface todas las condiciones:
θ (h (x)) = θ (d(x), f(x)) = d(x).
pi (h (x)) = pi (d(x), f(x)) = f(x).
α˜ (h(x)) = α˜ (d (x) , f (x)) = (αM (d (x)) , αL (f (x))) =
(d (αK (x)) , f (αK (x))) = h (αK (x)) .
h [x, y] = (d [x, y] , f [x, y]) = (αK (x)  d (y)− αK (y)  d (x) , [f(x), f(y)]) =
(f (αK (x))  d(y)− f (αK (y))  d(x), [f(x), f(y)]) =
(αL (f(x))  d(y)− αL (f(y))  d(x), [f(x), f(y)]) =
[(d(x), f(x)) , (d(y), f(y))] = [h(x), h(y)] .
Recíprocamente, cada homomorfismo de álgebras Hom-Lie h determina
un homomorfismo de álgebras Hom-Lie f = pi · h y, por el Lema 1.3.10, una
derivación d = θ · h. 2
Corolario 1.3.12 El conjunto de derivaciones desde (L, αL) hasta (M,αM)
está en correspondencia 1-1 con el conjunto de homomorfismos h : (L, αL)→
(M o L, α˜) tales que pi · h = IdL.
Teorema 1.3.13 Sea 0→ (N,αN) i→ (G,αG) pi→ (Q,αQ)→ 0 una sucesión
exacta de álgebras Hom-Lie y (M,αM) un Hom-Q-módulo tal que la Hom-
acción verifica que αQ(q) m = q m, para todo q ∈ Q,m ∈M . Entonces
0→ Derα(Q,M) ∆→ Derα(G,M) ρ→ HomQ(Nab,M)
es una sucesión exacta y natural de K-espacios vectoriales.
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Demostración. Atendiendo al Lema 1.3.10, definimos ∆(d) = d · pi, para un
d ∈ Derα(Q,M). Obviamente ∆ es una aplicación lineal inyectiva.
Para un d ∈ Derα(G,M), evidentemente d · i : (N,αN) → (M,αM) es
un homomorfismo de álgebras Hom-Lie que se anula sobre [N,N ], por lo que
induce φ : (N/[N,N ], αN)→ (M,αM). Además φ conserva la Hom-acción de
(Q,αQ) sobre (N/[N,N ], αN) y (M,αM). En efecto,
φ(q  n) = φ([g, n]) = d · i[g, n] = pi(αG(g))  d(n) = αQ(pi(g))  d(n) =
αQ(q)  d(n) = q  φ(n), siendo pi(g) = q, g ∈ G, q ∈ Q, n ∈ N .
Para la exactitud, es evidente que ∆ es inyectiva y, por otro lado, ρ(∆(d))
= ρ(d · pi) = φ, siendo φ(n) = (d · pi) · i(n) = 0, lo que implica que Im(∆) ⊆
Ker(ρ). Para la inclusión inversa, dada d ∈ Ker(ρ), es decir, ρ(d) = φ =
d·i = 0, por lo que induce una derivación d : (Q,αQ)→ (M,αM) satisfaciendo
que d · pi = d. Por lo tanto ∆(d) = d · pi = d. 2
Nota 1.3.14 El Ejemplo 1.3.5 c) proporciona una estructura de Hom-Q-
módulo que satisface las condiciones del Teorema 1.3.13.
Esta sucesión exacta y natural se puede obtener fácilmente teniendo en
cuenta el isomorfismo natural
Hom− Lie/Q
Derα(−,M)
**
HomHom−Lie/Q(−,MoQ→Q)
44⇓ K− Espacios Vectoriales
dado por la Proposición 1.3.11 bajo las condiciones sobre las acciones del
Teorema 1.3.13.
1.4. Homología de álgebras Hom-Lie
Siguiendo [76, 78], para un álgebra Hom-Lie (L, αL) y un Hom-L-módulo
(M,αM) (por la izquierda), se denota por
Cαn (L,M) := M ⊗ ΛnL, n > 0
el módulo de n-cadenas de (L, αL) con coeficientes en (M,αM).
20 CAPÍTULO 1. ÁLGEBRAS HOM-LIE
Para n > 1, se define la aplicación K-lineal,
dn : C
α
n (L,M)→ Cαn−1 (L,M)
por
dn (m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn) =
n∑
i=1
(−1)i xi m⊗αL(x1)∧· · ·∧α̂L(xi)∧· · ·∧αL(xn)+
∑
16i<j6n
(−1)i+j αM (m)⊗[xi, xj]∧αL (x1)∧· · ·∧α̂L (xi)∧· · ·∧α̂L (xj)∧· · ·∧αL (xn)
A pesar de que en [76, 78] se prueba de forma directa (para Hom-L-
módulos por la derecha) que (Cαn (L,M) , dn) es un complejo de cadenas bien
definido, nosotros presentamos aquí una demostración alternativa mediante
el uso de unas fórmulas de Cartan generalizadas.
En primer lugar, definimos para todo y ∈ L y n ∈ N, dos aplicaciones
lineales,
θn (y) : C
α
n (L,M)→ Cαn (L,M)
por
θn (y) (m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn) = y m⊗ αL (x1) ∧ · · · ∧ αL (xn) +
n∑
i=1
(−1)i αM (m)⊗ [xi, y] ∧ αL (x1) ∧ · · · ∧ α̂L (xi) ∧ · · · ∧ αL (xn)
e
in (αL(y)) : C
α
n (L,M)→ Cαn+1 (L,M)
por
in (αL (y)) (m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn) = (−1)nm⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn ∧ y
Proposición 1.4.1 (Fórmulas de Cartan generalizadas)
Se verifican las siguientes identidades:
a) dn+1 · in (αL (y)) + in−1 (α2L (y)) · dn = − θn (y), para n > 1.
b) θn (αL (x)) · θn (y) − θn (αL (y)) · θn (x) = θn ([x, y]) · (αM ⊗ α∧nL ), para
n ≥ 0.
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c) θn (x)·in−1 (αL (y))−in−1 (α2L (y))·θn−1 (x) = in−1(αL [x, y])·
(
αM ⊗ α∧(n−1)L
)
,
para n ≥ 1.
d) θn−1 (αL (y)) · dn = dn · θn (y), para n ≥ 1.
Demostración.
Utilizaremos el método de inducción para probar las afirmaciones ante-
riores:
a) Para n = 1, tenemos:
d2 · i1(αL(y)) (m⊗ x1) + i0(α2L(y)) · d1 (m⊗ x1) =
d2 (−m⊗ x1 ∧ y) + i0 (α2L (y)) (−x1 m) =
x1 m⊗ αL (y)− y m⊗ αL (x1) + αM (m)⊗ [x1, y]− x1 m⊗ αL (y) =
−θ1 (y) (m⊗ x1).
Para n > 1
(∗) dn+1 · in(αL(y))(m⊗x1∧· · ·∧xn) = dn+1 ((−1)nm⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn ∧ y) =
n∑
i=1
(−1)n+i xi m⊗ αL (x1) ∧ · · · ∧ α̂L (xi) ∧ · · · ∧ αL (xn) ∧ αL (y) +
(−1)2n+1 y m⊗ αL (x1) ∧ · · · ∧ αL (xn) +∑
16i<j6n
(−1)i+j+n αM (m)⊗ [xi, xj] ∧ αL (x1) ∧ · · · ∧ α̂L (xi) ∧ · · · ∧
α̂L (xj) ∧ · · · ∧ αL (xn) ∧ αL (y) +
n∑
i=1
(−1)i+2n+1 αM (m)⊗ [xi, y] ∧ αL (x1) ∧ · · · ∧ α̂L (xi) ∧ · · · ∧ αL (xn) .
(∗∗) in−1 (α2L (y)) (dn (m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn)) =
in−1 (α2L (y))
(
n∑
i=1
(−1)i xi m⊗ αL(x1) ∧ · · · ∧ α̂L(xi) ∧ · · · ∧ αL(xn)
)
+
in−1 (α2L (y))
( ∑
16i<j6n
(−1)i+j αM (m)⊗ [xi, xj] ∧ αL (x1) ∧ · · · ∧
α̂L (xi) ∧ · · · ∧ α̂L (xj) ∧ · · · ∧ αL (xn)
)
=
n∑
i=1
(−1)i+n−1 xi m⊗ αL (x1) ∧ · · · ∧ α̂L (xi) ∧ · · · ∧ αL (xn) ∧ αL (y) +∑
16i<j6n
(−1)i+j+n−1 αM (m)⊗ [xi, xj] ∧ αL (x1) ∧ · · · ∧ α̂L (xi)∧
· · · ∧ α̂L (xj) ∧ · · · ∧ αL (xn) ∧ αL (y) .
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La suma de (*) y (**) es:
(−1)2n+1 y m⊗ αL (x1) ∧ · · · ∧ αL (xn) +
n∑
i=1
(−1)i+2n+1 αM (m)⊗ [xi, y] ∧ αL (x1) ∧ · · · ∧ α̂L (xi) ∧ · · · ∧ αL (xn) =
−θn (y) (m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn).
b) Para n = 0:
θ0(αL (x)) · θ0 (y) (m)− θ0 (αL (y)) · θ0 (x) (m) = θ0 (αL (x)) (y m)−
θ0 (αL (y)) (x m) = αL (x)  (y m)− αL (y)  (x m) = [x, y]  αM (m) =
θ0 ([x, y]) (αM (m)).
Para n = 1:
(?) θ1 (αL (x)) · θ1 (y) (m⊗ x1) = θ1 (αL (x)) (y m⊗ αL (x1))−
θ1 (αL (x)) (αM (m)⊗ [x1, y]) = αL (x)  (y m)⊗ α2L (x1)− αM (y m)⊗
[αL (x1) , αL (x)]− αL (x)  αM (m)⊗ αL [x1, y] + α2M (m)⊗ [[x1, y] , αL (x)] .
(??) θ1 (αL (y)) · θ1 (x) (m⊗ x1) = θ1 (αL (y)) (x m⊗ αL (x1))−
θ1 (αL (y)) (αM (m)⊗ [x1, x]) = αL (y)  (x m)⊗ α2L (x1)− αM (x m)⊗
[αL (x1) , αL (y)]− αL (y)  αM (m)⊗ αL [x1, x] + α2M (m)⊗ [[x1, x] , αL (y)] .
La diferencia de (?) y (??) es:
αL (x)  (y m)⊗ α2L (x1)− αL (y)  (x m)⊗ α2L (x1) +
α2M (m)⊗ [[x1, y] , αL (x)]− α2M (m)⊗ [[x1, x] , αL (y)] =
[x, y]  αM (m)⊗ α2L (x1)− α2M (m)⊗ [αL (x1) , [x, y]] =
θ1 ([x, y]) (αM (m)⊗ αL (x1)).
Para n > 1, tenemos que:
(†) θn (αL (x)) · θn (y) (m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn) =
θn (αL (x)) (y m⊗ αL (x1) ∧ · · · ∧ αL (xn)) +
θn (αL (x))
(
n∑
i=1
(−1)i αM (m)⊗ [xi, y] ∧ αL (x1) ∧ · · · ∧ α̂L (xi) ∧ · · · ∧ αL (xn)
)
=
αL (x)  (y m)⊗ α2L (x1) ∧ · · · ∧ α2L (xn) +
n∑
i=1
(−1)i αM (y m)⊗[αL (xi) , αL (x)]∧α2L (x1)∧· · ·∧α̂2L (xi)∧· · ·∧α2L (xn) +
n∑
i=1
(−1)i (αL (x)  αM (m))⊗αL [xi, y]∧α2L (x1)∧· · ·∧α̂2L (xi)∧· · ·∧α2L (xn) +
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n∑
i=1,j=1
i6=j
(−1)i+j α2M (m)⊗ [αL (xj) , αL (x)]∧αL [xi, y]∧α2L (x1)∧ · · ·∧ α̂2L (xi)∧
· · · ∧ α̂2L (xj) ∧ · · · ∧ α2L (xn) +
n∑
i=1
(−1)i+1 α2M (m)⊗ [[xi, y] , αL (x)]∧α2L (x1)∧ · · · ∧ α̂2L (xi)∧ · · · ∧α2L (xn) .
(‡) θn (αL (y)) · θn (x) (m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn) =
θn (αL (y)) (x m⊗ αL (x1) ∧ · · · ∧ αL (xn)) +
θn (αL (y))
(
n∑
i=1
(−1)i αM (m)⊗ [xi, x] ∧ αL (x1) ∧ · · · ∧ α̂L (xi) ∧ · · · ∧ αL (xn)
)
=
αL (y)  (x m)⊗ α2L (x1) ∧ · · · ∧ α2L (xn) +
n∑
i=1
(−1)i αM (x m)⊗[αL (xi) , αL (y)]∧α2L (x1)∧· · ·∧α̂2L (xi)∧· · ·∧α2L (xn) +
n∑
i=1
(−1)i (αL (y)  αM (m))⊗αL [xi, x]∧α2L (x1)∧· · ·∧α̂2L (xi)∧· · ·∧α2L (xn) +
n∑
i=1,j=1
i 6=j
(−1)i+j α2M (m)⊗ [αL (xj) , αL (y)]∧αL [xi, x]∧α2L (x1)∧ · · ·∧ α̂2L (xi)∧
· · · ∧ α̂2L (xj) ∧ · · · ∧ α2L (xn) +
n∑
i=1
(−1)i+1 α2M (m)⊗ [[xi, x] , αL (y)]∧ α2L (x1)∧ · · · ∧ α̂2L (xi)∧ · · · ∧ α2L (xn) .
La diferencia entre (†) y (‡) es:
αL (x)(y m)⊗α2L (x1)∧· · ·∧α2L (xn)−αL (y)(x m)⊗α2L (x1)∧· · ·∧α2L (xn) +
n∑
i=1
(−1)i+1 α2M (m)⊗ [[xi, y] , αL (x)]∧α2L (x1)∧ · · ·∧ α̂2L (xi)∧ · · ·∧α2L (xn)−
n∑
i=1
(−1)i+1 α2M (m)⊗ [[xi, x] , αL (y)]∧α2L (x1)∧· · ·∧ α̂2L (xi)∧· · ·∧α2L (xn) =
[x, y]  αM (m)⊗ α2L (x1) ∧ · · · ∧ α2L (xn) +
n∑
i=1
(−1)i α2M (m)⊗ [αL (xi) , [x, y]] ∧ α2L (x1) ∧ · · · ∧ α̂2L (xi) ∧ · · · ∧ α2L (xn) =
θn ([x, y]) (αM (m)⊗ αL (x1) ∧ · · · ∧ αL (xn)) .
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c) Para n = 1:
θ1 (x) · i0 (αL (y)) (m)− i0 (α2L (y)) · θ0 (x) (m) = θ1 (x) (m⊗ y)−
i0 (α
2
L (y)) (x m) = x m⊗ αL (y)− αM (m)⊗ [y, x]− x m⊗ αL (y) =
i0(αL([x, y]) · (αM) (m).
Para n = 2:
θ2 (x) · i1 (αL (y)) (m⊗ x1)− i1 (α2L (y)) · θ1 (x) (m⊗ x1) =
θ2 (x) (−m⊗ x1 ∧ y)− i1 (α2L (y)) (x m⊗ αL (x1)) + i1 (α2L (y)) (αM (m)⊗
[x1, x]) = −x m⊗ αL (x1) ∧ αL (y) + αM (m)⊗ [x1, x] ∧ αL (y)−
αM (m)⊗ [y, x]∧αL (x1)+x m⊗αL (x1)∧αL (y)−αM (m)⊗ [x1, x]∧αL (y) =
−αM (m)⊗ αL (x1) ∧ [x, y] = i1(αL [x, y]) · (αM ⊗ αL) (m⊗ x1).
Para n ≥ 3
(F) θn (x) · in−1 (αL (y)) (m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn−1) =
θn (x)
(
(−1)n−1m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn−1 ∧ y
)
=
(−1)n−1 x m⊗ αL (x1) ∧ · · · ∧ αL (xn−1) ∧ αL (y) +
n−1∑
i=1
(−1)i+n−1 αM (m)⊗ [xi, x] ∧ αL (x1) ∧ · · · ∧ α̂L (xi) ∧ · · · ∧ αL (xn−1)∧
αL (y) + (−1)2n−1 αM (m)⊗ [y, x] ∧ αL (x1) ∧ · · · ∧ αL (xn−1) .
(FF) in−1 (α2L (y)) · θn−1 (x) (m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn−1) =
in−1 (α2L (y)) (x m⊗ αL (x1) ∧ · · · ∧ αL (xn−1)) +
in−1 (α2L (y))
(
n−1∑
i=1
(−1)i αM (m)⊗ [xi, x] ∧ αL (x1) ∧ · · · ∧ α̂L (xi) ∧ · · · ∧
αL (xn−1)
)
=
(−1)n−1 x m⊗ αL (x1) ∧ · · · ∧ αL (xn−1) ∧ αL (y) +
n−1∑
i=1
(−1)i+n−1 αM (m)⊗ [xi, x] ∧ αL (x1) ∧ · · · ∧ α̂L (xi) ∧ · · · ∧ αL (xn−1)∧
αL (y) .
La diferencia entre (F) y (FF) es:
(−1)2n−1 αM (m)⊗ [y, x] ∧ αL (x1) ∧ · · · ∧ αL (xn−1) =
(−1)2n−1 × (−1)× (−1)n−1 αM (m)⊗ αL (x1) ∧ · · · ∧ αL (xn−1) ∧ [x, y] =
(−1)3n−1 αM (m)⊗ αL (x1) ∧ · · · ∧ αL (xn−1) ∧ [x, y] =
in−1(αL [x, y]) ·
(
αM ⊗ α∧n−1L
)
(m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn−1).
d) Para n = 1:
θ0 (αL (y)) · d1 (m⊗ x1) = θ0 (αL (y)) (−x1 m) = −αL (y)  (x1 m) .
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d1 · θ1 (y) (m⊗ x1) = d1 (y m⊗ αL (x1))− d1 (αM (m)⊗ [x1, y]) =
−αL (x1)  (y m) + [x1, y]  αM (m) = −αL (y)  (x1 m) .
Para n = 2:
θ1 (αL (y)) · d2 (m⊗ x1 ∧ x2) = θ1 (αL (y)) (−x1 m⊗ αL (x2)) +
θ1 (αL (y)) (x2 m⊗ αL (x1))− θ1 (αL (y)) (αM (m)⊗ [x1, x2]) =
−αL (y)  (x1 m)⊗ α2L (x2) + αM (x1 m)⊗ [αL (x2) , αL (y)] +
αL (y)  (x2 m)⊗ α2L (x1)− αM (x2 m)⊗ [αL (x1) , αL (y)]
−αL (y)  αM (m)⊗ αL [x1, x2] + α2M (m)⊗ [[x1, x2] , αL (y)] .
d2 · θ2 (y) (m⊗ x1 ∧ x2) = d2 (y m⊗ αL (x1) ∧ αL (x2) +
αM (m)⊗ [x2, y] ∧ αL (x1)− αM (m)⊗ [x1, y] ∧ αL (x2)) =
−αL(x1)(ym)⊗α2L(x2)+αL(x2)(ym)⊗α2L(x1)−αM(ym)⊗[αL(x1), αL(x2)]
−[x2, y]αM(m)⊗α2L(x1)+αL(x1)αM(m)⊗αL[x2, y]−α2M(m)⊗[[x2, y], αL(x1)]
+[x1, y]αM(m)⊗α2L(x2)−αL(x2)αM(m)⊗αL[x1, y]+α2M(m)⊗[[x1, y], αL(x2)].
Para n > 2:
() θn−1 (αL (y)) · dn (m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn) =
θn−1 (αL (y))
(
n∑
i=1
(−1)i xi m⊗ αL(x1) ∧ · · · ∧ α̂L(xi) ∧ · · · ∧ αL(xn) +∑
16i<j6n
(−1)i+j αM (m)⊗ [xi, xj] ∧ αL (x1) ∧ · · · ∧ α̂L (xi) ∧ · · · ∧ α̂L (xj)∧
· · · ∧ αL (xn)
)
=
n∑
i=1
(−1)i αL (y)  (xi m)⊗ α2L (x1) ∧ · · · ∧ α̂2L (xi) ∧ · · · ∧ α2L (xn) +
n∑
i=1
(−1)i
(
n∑
j=1,j 6=i
(−1)j αM (xi m)⊗ [αL (xj) , αL (y)] ∧ α2L (x1) ∧ · · · ∧
α̂L (xi) ∧ · · · ∧ α̂2L (xj) ∧ · · · ∧ α2L (xn)
)
+∑
16i<j6n
(−1)i+j
(
(αL (y)  αM (m))⊗ αL [xi, xj] ∧ α2L (x1) ∧ · · · ∧ α̂2L (xi)∧
· · · ∧ α̂2L (xj) ∧ · · · ∧ α2L (xn)
)
+
∑
16i<j6n
(−1)i+j
 n∑
p=1
p6=i,j
(−1)p α2M (m)⊗ [αL (xp) , αL (y)] ∧ αL [xi, xj]∧
α2L (x1) ∧ · · · ∧ α̂2L (xi) ∧ · · · ∧ α2L (xn)
)
+
26 CAPÍTULO 1. ÁLGEBRAS HOM-LIE
∑
16i<j6n
(−1)i+j
(
(−1)i α2M (m)⊗ [[xi, xj] , αL (y)] ∧ α2L (x1) ∧ · · · ∧
α̂2L (xi) ∧ · · · ∧ α̂2L (xj) ∧ · · · ∧ α2L (xn)
)
.
() dn (θn (y) (m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn)) = dn (y m⊗ αL (x1) ∧ · · · ∧ αL (xn)) +
dn
(
n∑
i=1
(−1)i αM (m)⊗ [xi, y] ∧ αL (x1) ∧ · · · ∧ α̂L (xi) ∧ · · · ∧ αL (xn)
)
=
n∑
i=1
(−1)i αL(xi)  (y m)⊗ α2L (x1) ∧ · · · ∧ α̂2L (xi) ∧ · · · ∧ α2L (xn) +∑
16i<j6n
(−1)i+j αM (y m)⊗ [αL (xi) , αL (xj)] ∧ α2L (x1) ∧ · · · ∧ α̂2L (xi)∧
· · · ∧ α̂2L (xj) ∧ · · · ∧ α2L (xn) +
n∑
i=1
(−1)i+1
(
[xi, y]  αM (m)⊗ α2L (x1) ∧ · · · ∧ α̂2L (xi) ∧ · · · ∧ α2L (xn)
)
+
n∑
i=1
(
n∑
p=1,p 6=i
(−1)i+p αL (xp)  αM (m)⊗ [αL (xi) , αL (y)] ∧ α2L (x1)∧
· · · ∧ α̂2L (xi) ∧ · · · ∧ α2L (xn)
)
+
n∑
i=1
( ∑
16p<q6n
(−1)p+q+i α2M (m)⊗ [αL (xp) , αL (xq)] ∧ [αL (xi) , αL (y)]∧
α2L (x1) ∧ · · · ∧ α̂2L (xi) ∧ · · · ∧ α̂2L (xp) ∧ · · · ∧ α̂2L (xq) ∧ · · · ∧ α2L (xn)
)
+
n∑
i=1
( ∑
16p<i6n
(−1)p+2i α2M (m)⊗ [αL (xp) , [xi, y] , ] ∧ α2L (x1) ∧ · · · ∧ α̂2L (xp)∧
· · · ∧ α̂2L (xi) ∧ · · · ∧ α2L (xn)
)
+
n∑
i=1
( ∑
16i<q6n
(−1)q+2i α2M (m)⊗ [[xi, y] , αL (xq)] ∧ α2L (x1) ∧ · · · ∧ α̂2L (xi)∧
· · · ∧ α̂2L (xq) ∧ · · · ∧ α2L (xn)
)
.
Es inmediato verificar que las expresiones () y () coinciden. 2
Corolario 1.4.2 (Cαn (L,M) , dn) es un complejo de cadenas bien definido,
es decir, dn · dn+1 = 0, para todo n ≥ 1.
Demostración. Procedemos por inducción.
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Para n = 1:
d1 · d2 (m⊗ x1 ∧ x2) = d1 (−x1 m⊗ α (x2)) + d1 (x2 m⊗ α (x1))−
d1 (α (m)⊗ [x1, x2]) = α (x2)  (x1 m)−α (x1)  (x2 m) + [x1, x2] α (m) = 0.
Para n > 1:
dn · dn+1 (m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn+1) =
dn · dn+1 ((−1)n in (αL (xn+1)) (m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn)) (1)=
− (−1)n dnθn (xn+1) (m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn) +
(−1)n θn−1 (αL (xn+1)) dn (m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn) +
(−1)n in−2 (α3L (xn+1)) dn−1dn (m⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn)
(2)
= 0.
(1) Por 1.4.1 a) tenemos:
dn · dn+1 = (−1)n dn · dn+1 · in (αL (xn+1)) = − (−1)n dn · θn (xn+1)−
(−1)n dn·in−1 (α2L (xn+1)) dn = − (−1)n dnθn (xn+1)+(−1)n θn−1 (αL (xn+1)) dn+
(−1)n in−2 (α3L (xn+1)) dn−1 · dn = 0.
(2) Por 1.4.1 d) y por hipótesis de inducción tenemos:
θn−1 (αL (xn+1)) · dn = dn · θn (xn+1). 2
Se concluye así que (Cα? (L,M) , d?) es un complejo de cadenas bien defi-
nido (una demostración alternativa para módulos por la derecha puede en-
contrarse en [78]), cuya homología se llama homología del álgebra Hom-Lie
(L, αL) con coeficientes en a Hom-L-módulo (M,αM), que se denota por:
Hα? (L,M) := H? (C
α
? (L,M) , d?)
Un simple cálculo de ciclos y bordes en dimensiones bajas produce los si-
guientes resultados:
Hα0 (L,M) =
Ker (d0)
Im (d1)
=
M
LM
donde LM = {l m : m ∈M, l ∈ L}.
Supongamos ahora queM sea un Hom-L-módulo trivial, es decir, lm = 0,
entonces
Hα1 (L,M) =
Ker (d1)
Im (d2)
=
M ⊗ L
α (M)⊗ [L,L]
En particular, si M = K, entonces HLα1 (L,K) = L[L,L] .
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1.5. Extensiones centrales universales
En esta sección estudiaremos extensiones centrales universales de álge-
bras Hom-Lie. Generalizaremos resultados clásicos de la teoría de extensio-
nes centrales universales de álgebras de Lie, pero nos encontraremos con un
importante obstáculo, a saber, la composición de extensiones centrales no es
en general una extensión central tal y como podrá de manifiesto el Ejem-
plo 1.5.10. Este inconveniente no permite una generalización completa de
los resultados clásicos, sin embargo conduce a la introducción de un nuevo
concepto de centralidad para las extensiones de álgebras Hom-Lie.
Definición 1.5.1 Una sucesión exacta corta de álgebras Hom-Lie (K) : 0→
(M,αM)
i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 se dice que es central si [M,K] = 0.
Equivalentemente, M ⊆ Z(K).
La sucesión (K) se dice que es α-central si [αM(M), K] = 0. Equivalen-
temente, αM(M) ⊆ Z(K).
Nota 1.5.2 Obsérvese que ambas nociones coinciden cuando αM = IdM .
Obviamente, cada extensión central es una extensión α-central, pero el recí-
proco no es cierto tal y como demuestra el siguiente contraejemplo:
Ejemplo 1.5.3 Consideremos el álgebra Hom-Lie bidimensional L con base
{a1, a2}, corchete dado por
[a1, a2] = −[a2, a1] = a1,
y endomorfismo αL = 0.
Sea el álgebra Hom-Lie tridimensional K con base {b1, b2, b3}, corchete
dado por
[b1, b2] = −[b2, b1] = b1, [b1, b3] = −[b3, b1] = b1, [b2, b3] = −[b3, b2] = b2,
y endomorfismo αK = 0.
El homomorfismo sobreyectivo pi : (K, 0) (L, 0) dado por
pi(b1) = 0, pi(b2) = a1, pi(b3) = a2,
es una extensión α-central, ya que Ker (pi) = 〈{b1}〉 y [αK(Ker(pi)), K] = 0,
pero no es una extensión central, ya que [Ker(pi), K] = 〈{b1}〉.
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Definición 1.5.4 Una extensión central (K) : 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→
(L, αL) → 0 se dice que es universal si para cada extensión central (K ′) :
0 → (M ′, αM ′) i
′→ (K ′, αK′) pi
′→ (L, αL) → 0 existe un único homomorfismo
de álgebras Hom-Lie h : (K,αK)→ (K ′, αK′) tal que pi′ · h = pi.
Una extensión central (K) : 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 se
dice que es α-central universal si para cada extensión α-central (K ′) : 0 →
(M ′, αM ′)
i′→ (K ′, αK′) pi
′→ (L, αL) → 0 existe un único homomorfismo de
álgebras Hom-Lie h : (K,αK)→ (K ′, αK′) tal que pi′ · h = pi.
Nota 1.5.5 Obviamente, cada extensión α-central universal es una exten-
sión central universal. Obsérvese que ambas nociones coinciden cuando αM =
IdM .
Definición 1.5.6 Un álgebra Hom-Lie (L, αL) se dice que es perfecta si L =
[L,L].
Lema 1.5.7 Sea pi : (K,αK) → (L, αL) un homomorfismo sobreyectivo
de álgebras Hom-Lie. Si (K,αK) es un álgebra Hom-Lie perfecta, entonces
(L, αL) también lo es.
Demostración. Para todo x ∈ L, existe k ∈ K, tal que f(k) = x, entonces
x = pi (k) = pi
(∑
i
λi [ki1 , ki2 ]
)
=
∑
i
λi [pi (ki1) , pi (ki2)] ∈ [L,L] , es decir,
L ⊆ [L,L], siendo obvia la inclusión recíproca. 2
Lema 1.5.8 Sea 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 una extensión
central y (K,αK) un álgebra Hom-Lie perfecta. Si existe un homomorfismo
de álgebras Hom-Lie f : (K,αK) → (A,αA) tal que τ · f = pi, donde 0 →
(N,αN)
j→ (A,αA) τ→ (L, αL) → 0 es una extensión central, entonces f es
único.
Demostración. Supongamos que hay dos homomorfismos f, g : (K,αK) −→
(A,αA) tales que τ · f = pi = τ · g, entonces para cada k ∈ K, f (k)− g (k) ∈
Ker (τ) = N , entonces f (k) = g (k) + nk, nk ∈ N .
Como (K,αK) perfecta y debido a que N ⊆ Z(A), se tiene que,
f (k) = f
(∑
i
λi [ki1 , ki2 ]
)
=
∑
i
λi [f (ki1) , f (ki2)] =
∑
i
λi
[
g (ki1) + nki1 ,
g (ki2) + nki2
]
=
∑
i
λi [g (ki1) , g (ki2)] = g
(∑
i
λi [ki1 , ki2 ]
)
= g(k). 2
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Lema 1.5.9 Si 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 es una extensión
central universal, entonces (K,αK) y (L, αL) son álgebras Hom-Lie perfectas.
Demostración. Supongamos que (K,αK) no es un álgebra Hom-Lie perfecta,
entonces [K,K]  K. De aquí (K/[K,K], α˜), donde α˜ es el homomorfismo
inducido, es un álgebra Hom-Lie abeliana, consecuentemente, un Hom-L-
módulo trivial. Consideremos la extensión central 0 → (K/[K,K], α˜) →
(K/[K,K] × L, α˜ × αL) pr→ (L, αL) → 0. Entonces los homomorfismos de
álgebras Hom-Lie ϕ, ψ : (K,αK)→ (K/[K,K]×L, α˜×αL) dados por ϕ(k) =
(k+[K,K], pi(k)) y ψ(k) = (0, pi(k)), k ∈ K, verifican que pr ·ϕ = pi = pr ·ψ,
por lo que 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 no puede ser una
extensión central universal.
Ahora el Lema 1.5.7 concluye la prueba. 2
Las categorías clásicas como grupos, álgebras de Lie, álgebras de Leib-
niz y otras similares comparten la propiedad común de que las extensiones
centrales universales están caracterizadas por los siguientes criterios de reco-
nocimiento:
a) Un álgebra es perfecta (L = [L,L])⇔ admite una extensión central
universal.
b) (K) : 0 → M i→ K pi→ L → 0 es universal ⇔ K es perfecta y toda
extensión central 0→ N j→ G p→ K → 0 es escindida.
c) (K) : 0 → M i→ K pi→ L → 0 es una extensión central universal ⇔
H1(K) = H2(K) = 0.
Para poder probar estas caracterizaciones es absolutamente imprescin-
dible utilizar el hecho de que la composición de dos extensiones centrales
también es una extensión central. Desafortunadamente esta propiedad no se
mantiene en la categoría de álgebras Hom-Lie tal y como se demostrará en
el contraejemplo 1.5.10. Este inconveniente nos lleva a introducir la noción
de extensión α-central en la Definición 1.5.1, cuyas propiedades relativas a
la composición se dan en el Lema 1.5.11.
Ejemplo 1.5.10 Consideremos el álgebra Hom-Lie de dimensión 4 (L, αL)
con base {a1, a2, a3, a4}, corchete dado por{
[a1, a3] = −[a3, a1] = a4, [a1, a4] = −[a4, a1] = a3,
[a2, a3] = −[a3, a2] = a1, [a2, a4] = −[a4, a2] = a2,
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(los corchetes no escritos son iguales a cero) y endomorfismo αL = 0.
Sea (K,αK) el álgebra Hom-Lie de dimensión 5 con base {b1, b2, b3, b4, b5},
corchete dado por
[b2, b3] = −[b3, b2] = b1, [b2, b4] = −[b4, b2] = b5,
[b2, b5] = −[b5, b2] = b4, [b3, b4] = −[b4, b3] = b2,
[b3, b5] = −[b5, b3] = b3,
(los corchetes no escritos son iguales a cero) y endomorfismo αK = 0.
Obviamente (K,αK) es un álgebra Hom-Lie perfecta ya que K = [K,K].
Por otro lado, Z(K,αK) =< {b1} >.
La aplicación lineal pi : (K,αK)→ (L, αL) dada por
pi(b1) = 0, pi(b2) = a1, pi(b3) = a2, pi(b4) = a3, pi(b5) = a4,
es una extensión central ya que pi es un homomorfismo sobreyectivo de álge-
bras Hom-Lie y Ker (pi) =< {b1} >⊆ Z(K,αK).
Ahora consideremos el álgebra Hom-Lie de dimensión 6 (F, αF ) con base
{e1, e2, e3, e4, e5, e6}, corchete dado por
[e2, e3] = −[e3, e2] = e1, [e2, e4] = −[e4, e2] = e1,
[e2, e5] = −[e5, e2] = e1, [e3, e4] = −[e4, e3] = e2,
[e3, e5] = −[e5, e3] = e6, [e3, e6] = −[e6, e3] = e5,
[e4, e5] = −[e5, e4] = e3, [e4, e6] = −[e6, e4] = e4,
[e5, e6] = −[e6, e5] = e1,
(los corchetes no escritos son iguales a cero) y endomorfismo αF = 0.
La aplicación lineal ρ : (F, αF )→ (K,αK) dada por
ρ(e1) = 0, ρ(e2) = b1, ρ(e3) = b2, ρ(e4) = b3, ρ(e5) = b4, ρ(e6) = b5,
es una extensión central ya que ρ es un homomorfismo sobreyectivo de álge-
bras Hom-Lie y Ker(ρ) =< {e1} >= Z(F, αF ).
La composición pi · ρ : (F, αF )→ (L, αL) está dada por
pi · ρ(e1) = pi(0) = 0, pi · ρ(e2) = pi(b1) = 0, pi · ρ(e3) = pi(b2) = a1,
pi · ρ(e4) = pi(b3) = a2, pi · ρ(e5) = pi(b4) = a3, pi · ρ(e6) = pi(b5) = a4.
Consecuentemente, pi · ρ : (F, αF ) → (L, αL) es un homomorfismo sobre-
yectivo, pero no es una extensión central, ya que Z(F, αF ) =< {e1} > y
Ker(pi · ρ) =< {e1, e2} >, es decir Ker(pi · ρ) * Z(F, αF ).
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Lema 1.5.11 Sean 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 y 0 →
(N,αN)
j→ (F, αF ) ρ→ (K,αK) → 0 extensiones centrales con (K,αK) un
álgebra Hom-Lie perfecta. Entonces la extensión composición 0→ (P, αP ) =
Ker (pi · ρ)→ (F, αF ) pi·ρ→ (L, αL)→ 0 es una extensión α-central.
Además, si 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 es una extensión
α-central universal, entonces 0 → (N,αN) j→ (F, αF ) ρ→ (K,αK) → 0 es
escindida.
Demostración. Tenemos que probar que [αP (P ), F ] = 0.
Puesto que (K,αK) es un álgebra Hom-Lie perfecta, entonces cada ele-
mento f ∈ F puede ser escrito como f =
∑
i
λi[fi1 , fi2 ] + n, n ∈ N, fij ∈
F, j = 1, 2. Así, para todo p ∈ P, f ∈ F tenemos que
[αP (p), f ] =
∑
i
λi ([[p, fi1 ], αF (fi2)] + [[fi2 , p], αF (fi1)]) + [αP (p), n] = 0
ya que [p, fij ] ∈ Ker(ρ) ⊆ Z(F ).
Para la segunda parte, si 0→ (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL)→ 0 es una
extensión α-central universal, entonces por la primera parte del Lema, 0 →
(P, αP ) = Ker (pi · ρ)→ (F, αF ) pi·ρ→ (L, αL)→ 0 es una extensión α−central,
lo que implica la existencia de un único homomorfismo de álgebras Hom-Lie
σ : (K,αK)→ (F, αF ) tal que pi ·ρ ·σ = pi. Por otro lado, pi ·ρ ·σ = pi = pi · Id
y (K,αK) es perfecta, entonces el Lema 1.5.8 implica que ρ · σ = Id. 2
Teorema 1.5.12
a) Si una extensión central 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0
es una extensión α-central universal, entonces (K,αK) es un álgebra
Hom-Lie perfecta y cada extensión central de (K,αK) es escindida.
b) Sea 0→ (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL)→ 0 una extensión central.
Si (K,αK) es un álgebra Hom-Lie perfecta y cada extensión central de
(K,αK) es escindida, entonces 0→ (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL)→
0 es una extensión central universal.
c) Un álgebra Hom-Lie (L, αL) admite una extensión central universal si,
y sólo si, (L, αL) es perfecta.
d) El núcleo de la extensión central universal es canónicamente isomorfo
a Hα2 (L).
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Demostración.
a) Si 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 es una extensión α-central
universal, entonces es una extensión central universal por la Nota 1.5.5, por
lo que (K,αK) es un álgebra Hom-Lie perfecta por el Lema 1.5.9 y cada
extensión central de (K,αK) es escindida por el Lema 1.5.11.
b) Consideremos la extensión central 0→ (N,αN) j→ (A,αA) τ→ (L, αL)→ 0.
Construyamos la extensión cuadrado cartesiano 0 → (N,αN) χ→ (P, αP ) τ→
(K,αK) → 0, donde P = {(a, k) ∈ A × K | τ(a) = pi(k)} y αP (a, k) =
(αA(a), αK(k)), que es central, y en consecuencia es escindida, es decir, existe
un homomorfismo σ : (K,αK)→ (P, αP ) tal que τ · σ = Id.
Entonces pi ·σ, donde pi : (P, αP )→ (A,αA) está inducido por la construc-
ción del cuadrado cartesiano, satisface τ · pi · σ = pi. El Lema 1.5.9 termina
la prueba.
c) y d) Para un álgebra Hom-Lie (L, αL), consideremos el complejo de cadenas
para el cálculo de la homología Cα? (L), que es Cα? (L,K) donde K está dotado
con la estructura de Hom-L-módulo trivial.
Como K-espacios vectoriales, sea IL el subespacio de L∧L generado por
los elementos de la forma −[x1, x2] ∧ αL(x3) + [x1, x3] ∧ αL(x2) − [x2, x3] ∧
αL(x1), x1, x2, x3 ∈ L. Es decir, IL = Im (d3 : Cα3 (L)→ Cα2 (L)).
Ahora denotemos el K-espacio vectorial cociente L∧L
IL
por uce(L). Cada
clase x1 ∧ x2 + IL se denota por {x1, x2}, para todo x1, x2 ∈ L.
Por construcción, se cumple la siguiente identidad:
{[x1, x2], αL(x3)}+ {[x2, x3], αL(x1)}+ {[x3, x1], αL(x2)} = 0 (1.2)
para todo x1, x2, x3 ∈ L.
Ahora d2(IL) = 0, por lo que induce una aplicaciónK-lineal uL : uce(L)→
L, dada por uL({x1, x2}) = [x1, x2]. Además (uce(L), α˜), donde α˜ : uce(L)→
uce(L) está definida por α˜({x1, x2}) = {αL(x1), αL(x2)}, es un álgebra Hom-
Lie con respecto al corchete [{x1, x2}, {y1, y2}] = {[x1, x2], [y1, y2]} y uL :
(uce(L), α˜)→ (L, αL) es un homomorfismo de álgebras Hom-Lie. En realidad,
Im(uL) = [L,L], pero (L, αL) es un álgebra Hom-Lie perfecta, por lo que uL
es un homomorfismo sobreyectivo.
De la construcción se sigue que Ker(uL) = Hα2 (L), por lo que tenemos la
extensión
0→ (Hα2 (L), α˜|)→ (uce(L), α˜) uL→ (L, αL)→ 0
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que es central, ya que [Ker(uL), uce(L)] = 0, y universal, ya que para cual-
quier extensión central 0 → (M,αM) → (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 existe el
homomorfismo de álgebras Hom-Lie ϕ : (uce(L), α˜) → (K,αK) dado por
ϕ({x1, x2}) = [k1, k2], pi(ki) = xi, i = 1, 2, tal que pi · ϕ = uL. Además,
(uce(L), α˜) es un álgebra Hom-Lie perfecta, así por el Lema 1.5.8, ϕ es único.
2
Corolario 1.5.13
a) Sea 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 una extensión α-central
universal, entonces Hα1 (K) = Hα2 (K) = 0.
b) Sea 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 una extensión central
tal que Hα1 (K) = Hα2 (K) = 0, entonces 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→
(L, αL)→ 0 es una extensión central universal.
Demostración.
a) Si 0→ (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL)→ 0 es una extensión α-central
universal, entonces (K,αK) es perfecta por la Nota 1.5.5 y el Lema 1.5.9,
por tanto Hα1 (K) = 0. Por el Lema 1.5.11 y el Teorema 1.5.12 c), d) la
extensión central universal correspondiente a (K,αK) es escindida, por lo
que Hα2 (K) = 0.
b) Hα1 (K) = 0 implica que (K,αK) es un álgebra Hom-Lie perfecta.
Hα2 (K) = 0 implica que (uce(K), α˜)
∼→ (K,αK). El Teorema 1.5.12 b)
concluye la prueba. 2
Definición 1.5.14 Una extensión α-central 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→
(L, αL) → 0 se dice que es universal si para cada extensión central 0 →
(R,αR)
j→ (A,αA) τ→ (L, αL) → 0 existe un único homomorfismo ϕ :
(K,αK)→ (A,αA) tal que τ · ϕ = pi.
Proposición 1.5.15 Sean 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 y 0 →
(N,αN)
j→ (F, αF ) ρ→ (K,αK)→ 0 extensiones centrales. Si 0→ (N,αN)→
(F, αF ) → (K,αK) → 0 es una extensión α-central universal, entonces 0 →
(P, αP ) = Ker(pi · ρ) χ→ (F, αF ) pi·ρ→ (L, αL) → 0 es una extensión α-central
que es universal en el sentido de la Definición 1.5.14.
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Demostración. El Lema 1.5.11 implica que 0 → (P, αP ) = Ker(pi · ρ) χ→
(F, αF )
pi·ρ→ (L, αL)→ 0 es una extensión α-central.
Para obtener la universalidad, para una extensión central 0→ (S, αs)→
(A,αA)
σ→ (L, αL) → 0 debemos construir la extensión cuadrado cartesiano
correspondiente a σ y pi · ρ, entonces se aplica el Teorema 1.5.12 y el Lema
1.5.8. 2
1.6. Producto tensor no abeliano de álgebras
Hom-Lie
En esta sección introducimos un producto tensor (respectivamente, pro-
ducto exterior) no abeliano de álgebras Hom-Lie que generaliza al corres-
pondiente producto tensor no abeliano de álgebras de Lie descrito en [24],
estableciendo su relación con las extensiones centrales universales de álge-
bras Hom-Lie, relación que generaliza la correspondiente en el contexto de
álgebras de Lie [25, 24, 44].
Sean (M,αM) y (N,αN) Hom-ideales de un álgebra Hom-Lie (L, αL).
Entonces existe una Hom-acción de (N,αN) sobre (M,αM) y otra de (M,αM)
sobre (N,αN) dadas por el corchete en (L, αL) (ver Ejemplo 1.3.2 b)).
El producto tensor M ⊗K N de los K-espacios vectoriales subyacentes
a (M,αM) y (N,αN) junto con el K-endomorfismo αM⊗KN : M ⊗K N →
M ⊗K N , αM⊗KN (m⊗ n) = αM (m) ⊗ αN (n), es un Hom-espacio vectorial
[77].
Denotamos por D(M,N) el subespacio vectorial generado por elementos
de la forma:
a) [m,m′]⊗ αN(n)− αM(m)⊗ [m′, n] + αM(m′)⊗ [m,n].
b) αM(m)⊗ [n, n′]− [n′,m]⊗ αN(n) + [n,m]⊗ αN(n′).
c) [m,n]⊗ [m,n].
d) [m,n]⊗ [m′, n′] + [m′, n′]⊗ [m,n].
e) [[m,n], [m′, n′]]⊗[αM(m′′), αN(n′′)]+[[m′, n′], [m′′, n′′]]⊗[αM(m), αN(n)]
+ [[m′′, n′′], [m,n]]⊗ [αM(m′), αN(n′)],
para m,m′,m′′ ∈M y n, n′, n′′ ∈ N .
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Además αM⊗KN (D(M,N)) ⊆ D(M,N). En efecto:
a)
αM⊗KN ([m,m
′]⊗ αN (n)− αM (m)⊗ [m′, n] + αM (m′)⊗ [m,n]) =
[αM(m), αM(m
′)]⊗ α2N (n)− α2M (m)⊗ [αM (m′) , αN (n)] +
α2M (m
′)⊗ [αM (m) , αN (n)] ∈ D(M,N).
b)
αM⊗KN (αM (m)⊗ [n, n′]− [n′,m]⊗ αN (n) + [n,m]⊗ αN (n′)) =
α2M (m)⊗ [αN(n), αN(n′)]− [αN (n′) , αM (m)]⊗ α2N (n) +
[αN (n) , αM (m)]⊗ α2N (n′) ∈ D(M,N).
c)
αM⊗KN ([m,n]⊗ [n,m]) = [αM (m) , αN (n)]⊗ [αN (n) , αM (m)] ∈ D(M,N).
d)
αM⊗KN ([m,n]⊗ [m′, n′] + [m′, n′]⊗ [m,n]) = [αM (m) , αN (n)]⊗
[αM (m
′) , αN (n′)] + [αM (m′) , αN (n′)]⊗ [αM (m) , αN (n)] ∈ D(M,N).
e)
αM⊗KN ([[m,n] , [m
′, n′]]⊗ [αM (m′′) , αN (n′′)] + [[m′, n′] , [m′′, n′′]]⊗
[αM (m) , αN (n)] + [[m
′′, n′′] , [m,n]]⊗ [αM (m′) , αN (n′)]) =
[[αM(m), αN(n)] , [αM(m
′), αN(n′)]]⊗[α2M (m′′) , α2N (n′′)]+[[αM(m′), αN(n′)] ,
[αM(m
′′), αN(n′′)]]⊗ [α2M (m) , α2N (n)] + [[αM(m′′), αN(n′′)] , [αM(m), αN(n)]]
⊗ [α2M (m′) , α2N (n′)] ∈ D(M,N).
Debido a la propiedad anterior, podemos construir el Hom-espacio vec-
torial cociente (M ⊗K N/D(M,N), αM⊗KN), el cual está dotado de una es-
tructura de álgebra Hom-Lie mediante el siguiente corchete, en el que para
simplificar la notación, las clases m⊗ n se denotan simplemente por su re-
presentante m⊗ n,
[m⊗ n,m′ ⊗ n′] = [m,n]⊗ [m′, n′] (1.3)
y el endomorfismo αM⊗KN inducido por αM⊗KN , que denotaremos simplemen-
te por αM⊗N . Efectivamente, para cualesquiera m⊗ n,m′ ⊗ n′, m′′ ⊗ n′′ ∈
(M ⊗K N) /D(M,N), se verifican:
Antisimetría:
[m⊗ n,m′ ⊗ n′] + [m′ ⊗ n′,m⊗ n] = [m,n]⊗ [m′, n′] + [m′, n′]⊗ [m,n] ∈
D(M,N) por la identidad d).
Identidad Hom-Jacobi:
[[m′ ⊗ n′,m′′ ⊗ n′′] , αM⊗N (m⊗ n)] + [[m⊗ n,m′ ⊗ n′] , αM⊗N (m′′ ⊗ n′′)] +
[[m′′ ⊗ n′′,m⊗ n] , αM⊗N (m′ ⊗ n′)] =
[[m′, n′]⊗ [m′′, n′′], αM(m)⊗ αN(n)] + [[m,n]⊗ [m′, n′], αM(m′′)⊗ αN(n′′)]+
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[[m′′, n′′]⊗ [m,n], αM(m′)⊗ αN(n′)] =
[[m′, n′], [m′′, n′′]]⊗ [αM(m), αN(n)] + [[m,n], [m′, n′]]⊗ [αM(m′′), αN(n′′)]+
[[m′′, n′′], [m,n]]⊗ [αM(m′), αN(n′)] ∈ D(M,N) por la identidad e).
Multiplicativa:
αM⊗N [m⊗ n,m′ ⊗ n′] = αM [m,n]⊗ αN [m′, n′] =
[αM(m)⊗ αN(n), αM(m′)⊗ αN(n′)] = [αM⊗N(m⊗ n), αM⊗N(m′ ⊗ n′)].
Cálculos rutinarios ponen de manifiesto que el corchete se puede extender
por linealidad desde los generadores a cualquier elemento.
Definición 1.6.1 La anterior estructura de álgebra Hom-Lie construida so-
bre (M ⊗K N/D(M,N), αM⊗KN) se llama el producto tensor no abeliano de
los Hom-ideales (M,αM) y (N,αN) y se denota por (M ⊗N,αM⊗N).
Mediante la adición de la relación
m⊗ n = 0 cuando m = n
resulta un álgebra Hom-Lie, denotada por (M ∧N,αM∧N), que se llama pro-
ducto exterior no abeliano de (M,αM) y (N,αN).
Nota 1.6.2 Nótese que si αL = IdL, el álgebra de Hom-Lie (M ⊗N,αM⊗N)
(respectivamente, (M ∧N,αM∧N) ) es el producto tensor (respectivamente,
exterior) no abeliano de los ideales M y N del álgebra de Lie L dado en [24]
(ver también [25, 44]).
El producto tensor no abeliano también puede ser definido mediante una
propiedad universal del siguiente modo.
A partir de ahora asumimos que (M,αM) y (N,αN) son álgebras Hom-Lie
dotadas de una acción Hom-Lie de (M,αM) sobre (N,αN) y otra de (N,αN)
sobre (M,αM). Por ejemplo, si (M,αM) y (N,αN) son Hom-ideales de un
álgebra Hom-Lie (L, αL), entonces las acciones están descritas en el Ejemplo
1.3.2 b).
Definición 1.6.3 Para cualquier álgebra Hom-Lie (L, αL), una aplicación
K-bilineal h : (M,αM)× (N,αN)→ (L, αL) se dice una paridad Hom-Lie si
satisface las siguientes propiedades:
a) h([m,m′], αN(n)) = h(αM(m),m′  n)− h(αM(m′),m  n).
b) h(αM(m), [n, n′]) = h(n′ m,αN(n))− h(n m,αN(n′)).
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c) h(n m,m′  n′) = −[h(m,n), h(m′, n′)].
d) h · (αM × αN) = αL · h,
para todo m,m′ ∈M y n, n′ ∈ N .
Ejemplo 1.6.4
a) Si se considera αL = IdL, αM = IdM y αN = IdN en la Definición
1.6.3, entonces se recupera la definición de paridad de Lie en [25].
b) Sean (M,αM) y (N,αN) Hom-ideales de un álgebra Hom-Lie (L, αL),
entonces la aplicación K-bilineal ψ : (M,αM) × (N,αN) → (M ∩N,αM∩N)
dada por ψ (m,n) = [m,n] es una paridad Hom-Lie. En efecto:
a)
ψ ([m,m′] , αN (n))− ψ (αM (m) ,m′  n) + ψ (αM (m′) ,m  n) =
[[m,m′] , αN (n)]− [αM (m) , [m′, n]] + [αM (m′) , [m,n]] = 0.
b)
ψ (αM (m) , [n, n
′])− ψ (n′ m,αN (n)) + ψ (n m,αN (n′)) =
[αM (m) , [n, n
′]]− [[n′,m] , αN (n)] + [[n,m] , αN (n′)] = 0.
c)
ψ (n m,m′  n′)+[ψ (m,n) , ψ (m′, n′)] = [[n,m] , [m′, n′]]+[[m,n] , [m′, n′]] =
0.
d)
ψ (αM × αN (m,n))− αL (ψ (m,n)) = ψ (αM (m) , αN (n))− αL [m,n] =
[αM (m) , αN (n)]− [αM (m) , αN (n)] = 0.
Definición 1.6.5 Una paridad Hom-Lie h : (M,αM)×(N,αN)→ (L, αL) se
dice que es universal si para cualquier otra paridad Hom-Lie h′ : (M,αM)×
(N,αN) → (L′, αL′) existe un único homomorfismo de álgebras Hom-Lie θ :
(L, αL)→ (L′, αL′) tal que θ · h = h′.
Claramente, si h es universal, entonces (L, αL) está determinada salvo
isomorfismos por (M,αM) , (N,αN) y las acciones.
Proposición 1.6.6 Sean (M,αM) y (N,αN) Hom-ideales de un álgebra Hom-
Lie (L, αL). La aplicación
h : (M,αM)× (N,αN)→ (M ⊗N,αM⊗N) , (m,n) 7→ m⊗ n
es una paridad Hom-Lie universal.
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Demostración. h es una paridad Hom-Lie:
a)
h ([m,m′] , αN (n))− h (αM (m) ,m′  n) + h (αM (m′) ,m  n) =
[m,m′]⊗ αN (n)− αM (m)⊗ [m′, n] + αM (m′)⊗ [m,n] = 0
por la identidad a) de D(M,N).
b)
h (αM (m) , [n, n
′])− h (n′ m,αN (n)) + h (n m,αN (n′)) =
αM (m)⊗ [n, n′]− [n′,m]⊗ αN (n) + [n,m]⊗ αN (n′) = 0
por la identidad b) de D(M,N).
c)
h (n m,m′  n′)+[h (m,n) , h (m′, n′)] = [n,m]⊗ [m′, n′]+[m⊗ n,m′ ⊗ n′] =
0.
d)
h ((αM × αN) (m,n))−αM⊗N (h (m,n)) = h (αM (m) , αN (n))−αM⊗N (m⊗ n)
= αM (m)⊗ αN (n)− αM⊗N (m⊗ n) = 0.
Para la universalidad, supongamos que h′ : (M,αM)×(N,αN)→ (L′, αL′)
es otra paridad Hom-Lie, entonces θ : (M ⊗ N,αM⊗N → (L′, αL′) definido
por θ(m⊗ n) = h′(m,n) satisface las propiedades requeridas. En efecto,
θ(h(m,n)) = θ(m⊗ n) = h′(m,n).
θ[m⊗ n,m′ ⊗ n′] = θ([m,n]⊗ [m′, n′]) = h′([m,n], [m′, n′]) =
[h′(m,n), h′(m′, n′)] = [θ(m⊗ n), θ(m′ ⊗ n′)].
αL′(θ(m⊗ n)) = αL′(h′(m,n)) = h′(αM × αN(m,n)) = h′(αM(m), αN(n)) =
θ(αM(m)⊗ αN(n)) = θ(αM⊗N(m⊗ n)).
Obviamente, θ es único por definición. 2
Dados dos Hom-ideales (M,αM) y (N,αN) de un álgebra Hom-Lie (L, αL),
existe un homomorfismo de álgebras Hom-Lie ψ : (M ⊗N,αM⊗N)→ (M ∩N,
αL|
)
dado por ψ (m⊗ n) = [m,n]. En particular, cuando M = N = L, por
la relación (1.3), es inmediato que ψ : (L⊗ L, αL⊗L) →
(
[L,L] , αL|
)
es una
extensión central del álgebra Hom-Lie
(
[L,L] , αL|
)
. Efectivamente, ψ es un
homomorfismo de álgebras Hom-Lie, ya que
ψ [m⊗ n,m′ ⊗ n′] = ψ ([m,n]⊗ [m′, n′]) = [[m,n] , [m′, n′]] =
[ψ (m⊗ n) , ψ (m′ ⊗ n′)].
ψ (αM⊗N (m⊗ n)) = ψ (αM (m)⊗ αN (n)) = [αM (m) , αN (n)] = αL| [m,n] =
αL| (ψ (m⊗ n)).
ψ es una extensión central, ya que para x⊗y ∈ Ker(ψ) y x′⊗y′ ∈ L⊗L, se
verifica que [x⊗ y, x′ ⊗ y′] = [x, y]⊗[x′, y′] = 0, es decir, Ker(ψ) ⊆ Z(L⊗L).
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Teorema 1.6.7 Si el álgebra Hom-Lie (L, αL) es perfecta, entonces la ex-
tensión central, ψ : (L⊗ L, αL⊗L) (L, αL) es la extensión central universal
de (L, αL).
Demostración. Sea 0 → (Ker (φ) , αC|) i→ (C, αC) φ→ (L, αL) → 0 una
extensión central de (L, αL).
Ya que Ker (φ) ⊆ Z(C), tenemos un homomorfismo de álgebras Hom-Lie
bien definido f : L⊗L→ C dado sobre los generadores por f (l ⊗ l′) = [cl, cl′ ],
donde cl y cl′ son cualesquiera elementos en φ−1 (l) y φ−1 (l′), respectivamente.
Efectivamente, f es un homomorfismo de álgebras Hom-Lie, pues
f [l ⊗ l′, l′′ ⊗ l′′′] = f ([l, l′]⊗ [l′′, l′′′]) = [c[l,l′], c[l′′,l′′′]] = [[cl, cl′ ] , [cl′′ , cl′′′ ]] =
[f (l ⊗ l′) , f (l′′ ⊗ l′′′)],
y
f (αL⊗L (l ⊗ l′)) = f (αL (l)⊗ αL (l′)) = [cαL(l), cαL(l′)] = [αC (cl) , αC (cl′)]
= αC [cl, cl′ ] = αC (f (l ⊗ l′)).
La buena definición viene del hecho de que si cl = φ−1(l) = cl1 , entonces
cl1 − cl ∈ Ker(φ) ⊆ Z(C).
Por otro lado,
φ (f (l ⊗ l′)) = φ [cl, cl′ ] = φ [φ−1 (l) , φ−1 (l′)] = [l, l′] = ψ (l ⊗ l′).
Finalmente, la perfección de (L, αL) implica que (L⊗ L, αL⊗L) también
es perfecta, ya que de la igualdad (1.3) inmediatamente se sigue que L⊗L =
[L,L]⊗ [L,L] = [L⊗ L,L⊗ L] .
Ahora el Lema 1.5.8 finaliza la prueba. 2
Nota 1.6.8 Si el álgebra Hom-Lie (L, αL) es perfecta, entonces L⊗L = L∧L
y por el Teorema 1.5.12 d) Ker (ψ : L⊗ L→ L) ∼= Hα2 (L).
Puesto que las extensiones centrales universales de un álgebras Hom-Lie
perfecta son únicas salvo isomorfismos, entonces (L⊗ L, αL⊗L) ∼= (uce(L), α˜)
por medio del isomorfismo ϕ : (L⊗ L, αL⊗L) → (uce(L), α˜), ϕ (l ⊗ l′) =
{l, l′}.
Teorema 1.6.9 Sea (M,αM) un Hom-ideal de un álgebra Hom-Lie perfecta
(L, αL). Entonces existe una sucesión exacta
Ker(L ∧M ψ|→ M)→ Hα2 (L)→ Hα2 (
L
M
)→ M
[L,M ]
→ 0
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Demostración. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de álgebras
Hom-Lie en el que pi denota la proyección canónica sobre el cociente
0 // (L ∧M ⊕M ∧ L,αL∧L|) //
ψ|

(L ∧ L,αL∧L) pi∧pi //
ψ

( LM ∧ LM , α LM ∧ LM )
//
ψ

0
0 // (M,αM ) // (L,αL)
pi // ( LM , αL)
// 0
Aplicando el Lema de la serpiente (ver Proposiciones 2.3.46 y 2.3.38), se
obtiene la siguiente sucesión exacta,
Ker(ψ|)→ Ker(ψ)→ Ker(ψ)→ Coker(ψ|)→ Coker(ψ)→ Coker(ψ)→ 0
en la queKer
(
ψ|
) ∼= Ker (ψ| : L ∧M →M);Ker (ψ) ∼= Hα2 (L) yKer (ψ) ∼=
Hα2
(
L
M
)
debido a la Nota 1.6.8; Coker
(
ψ|
) ∼= M[L,M ] y Coker (ψ) = Coker (ψ)
= 0. 2
Nota 1.6.10 Si consideramos αL = IdL en el Teorema 1.6.9, entonces la
sucesión exacta obtenida coincide con la correspondiente sucesión exacta de
álgebra de Lie obtenida en [24].
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Capítulo 2
Álgebras Hom-Leibniz
2.1. Nociones básicas
Definición 2.1.1 [64] Un álgebra Hom-Leibniz es un triple (L, [−,−], αL)
consistente en un K-espacio vectorial L, una aplicación bilineal [−,−] : L×
L→ L y una aplicación K-lineal αL : L→ L satisfaciendo:
[αL(x), [y, z]] = [[x, y], αL(z)]− [[x, z], αL(y)] (identidad Hom− Leibniz)
(2.1)
para todo x, y, z ∈ L.
En términos de la representación adjunta adx : L→ L, adx(y) = [y, x], la
identidad Hom-Leibniz puede ser escrita como sigue:
adαL(z) · ady = adαL(y) · adz + ad[y,z] · αL
Definición 2.1.2 [76] Un álgebra Hom-Leibniz (L, [−,−], αL) se dice que
es multiplicativa si la aplicación K-lineal α conserva el corchete, es decir, si
αL[x, y] = [αL(x), αL(y)], para todo x, y ∈ L.
Ejemplo 2.1.3
a) Tomando αL = Id en la Definición 2.1.1 obtenemos la definición de
álgebra de Leibniz. De aquí que las álgebras Hom-Leibniz incluyan a
las álgebras de Leibniz como una subcategoría plena, lo que motiva el
nombre ”álgebras Hom-Leibniz” como una deformación de las álgebras
de Leibniz alteradas por un endomorfismo. Además es un álgebra Hom-
Leibniz multiplicativa.
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b) Las álgebras Hom-Lie son álgebras Hom-Leibniz cuyo corchete satis-
face la condición [x, x] = 0, para todo x. Así las álgebras Hom-Lie
pueden ser consideradas como una subcategoría plena de la categoría
de álgebras Hom-Leibniz. Para cada álgebra Hom-Leibniz multiplica-
tiva (L, [−,−], αL) hay asociada el álgebra Hom-Lie (LLie, [−,−], α˜),
donde LLie = L/Lann, el corchete es el corchete canónico inducido so-
bre el cociente y α˜ es el homomorfismo naturalmente inducido por αL.
Aquí Lann = 〈{[x, x] : x ∈ L}〉.
c) Sea (D,a,`, αD) una Hom-diálgebra [77]. Entonces (D,a,`, αD) es un
álgebra Hom-Leibniz con respecto al corchete [x, y] = x a y − y ` x,
para todo x, y ∈ A [77].
d) Sea (L, [−,−]) un álgebra de Leibniz y αL : L → L un endomorfismo.
Definamos [−,−]αL : L ⊗ L → L por [x, y]αL = [αL(x), αL(y)], para
todo x, y ∈ L. Entonces (L, [−,−]αL , αL) es un álgebra Hom-Leibniz
multiplicativa.
e) Las álgebras Hom-Leibniz abelianas o conmutativas son K-espacios vec-
toriales L con corchete trivial y cualquier aplicación lineal αL : L→ L.
Definición 2.1.4 Un homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz f : (L, [−,−],
αL)→ (L′, [−,−]′, αL′) es una aplicación K-lineal f : L→ L′ tal que
a) f([x, y]) = [f(x), f(y)]′.
b) f · αL(x) = αL′ · f(x),
para todo x, y ∈ L.
Las álgebras Hom-Leibniz (L, [−,−], αL) y (L′, [−,−]′, αL′) son isomor-
fas si hay un homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz f : (L, [−,−], αL) →
(L′, [−,−]′, αL′) tal que f : L→ L′ es biyectivo.
Un homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz multiplicativas es un homo-
morfismo entre las álgebras Hom-Leibniz subyacentes.
Definición 2.1.5 Sea (L, [−,−], αL) un álgebra Hom-Leibniz. Una subálge-
bra Hom-Leibniz (H,αH) es un subespacio vectorial H de L, que es cerrado
para el corchete e invariante por αL, es decir,
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a) [x, y] ∈ H, para todo x, y ∈ H.
b) αL(x) ∈ H, para todo x ∈ H(αH = αL|).
Una subálgebra Hom-Leibniz (H,αH) de (L, [−,−], αL) se dice que es un
Hom-ideal bilátero si [x, y], [y, x] ∈ H, para todo x ∈ H, y ∈ L.
Si (H,αH) es un Hom-ideal bilátero de (L, [−,−], αL), entonces el cociente
(L/H, [−,−], α), donde [x, y] = [x, y], para todo x, y ∈ L/H, y α : L/H →
L/H, α(x) = αL(x), para todo x ∈ L/H, hereda naturalmente una estructura
de álgebra Hom-Leibniz, que se denomina álgebra Hom-Leibniz cociente.
Así tenemos definida la categoría Hom− Leib (respectivamente, (Hom−
Leibmult) cuyos objetos son las álgebras Hom-Leibniz (respectivamente, Hom-
Leibniz multiplicativas) y cuyos morfismos son los homomorfismos de álge-
bras Hom-Leibniz (respectivamente, Hom-Leibniz multiplicativas). Hay un
funtor inclusión obvio inc : Hom− Leibmult → Hom− Leib. Este funtor tiene
como adjunto por la izquierda el funtor multiplicativo (−)mult : Hom− Leib→
Hom− Leibmult que asigna a un álgebra Hom-Leibniz (L, [−,−], αL) el álge-
bra Hom-Leibniz multiplicativa (L/I, [−,−], α), donde I es el ideal bilátero
de L generado por los elementos αL[x, y]− [αL(x), αL(y)], para todo x, y ∈ L.
En lo sucesivo nos referiremos a un álgebra Hom-Leibniz como un álgebra
Hom-Leibniz multiplicativa y usaremos la notación abreviada (L, αL) cuando
no haya confusión con la operación corchete.
Definición 2.1.6 Sean (H,αH) y (K,αK) Hom-ideales biláteros de un ál-
gebra Hom-Leibniz (L, [−,−], αL). El conmutador de (H,αH) y (K,αK), de-
notado por ([H,K], α[H,K]), es la subálgebra Hom-Leibniz de L generada por
los corchetes [h, k], h ∈ H, k ∈ K.
Lema 2.1.7 Sean (H,αH) y (K,αK) Hom-ideales biláteros de un álgebra
Hom-Leibniz (L, αL). Se verifican:
a) (H ∩K,αH∩K) y (H +K,αH+K) son Hom-ideales biláteros.
b) [H,K] ⊆ H ∩K y [K,H] ⊆ H ∩K.
c) ([H,K]+[K,H], α[H,K]+[K,H]) es un Hom-ideal bilátero de (L, αL) cuan-
do αL es sobreyectiva.
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d) ([H,K] + [K,H], α[H,K]+[K,H]) es un Hom-ideal bilátero de (H,αH) y
(K,αK), respectivamente.
e) Cuando H = K y αL es sobreyectiva, entonces ([H,H], α[H,H]) es un
Hom-ideal bilátero de (L, αL).
f) Si H = K = L, entonces([L,L], α[L,L]) es un Hom-ideal bilátero de
(L, αL).
Demostración. Todas las afirmaciones se obtienen inmediatamente de las co-
rrespondientes definiciones. 2
Lema 2.1.8 Sean (H,αH) y (K,αK) Hom-ideales biláteros de un álgebra
Hom-Leibniz (L, αL) tales que H,K ⊆ αL(L), entonces ([H,K] + [K,H],
α[H,K]+[K,H]) es un Hom-ideal bilátero de (αL(L), αL|).
Demostración. Para cualquier hi ∈ H, ki ∈ K, i = 1, 2;αL(l) ∈ αL(L), se
verifica que
[[h1, k1] + [k2, h2], αL(l)] = [αL(h1), [k1, l]] + [[h1, l], αL(k1)] + [αL(k2), [h2, l]] +
[[k2, l], αL(h2)] ∈ [H,K] + [K,H].
[αL(l), [h1, k1] + [k2, h2]] = [[l, h1], αL(k1)]− [[l, k1], αL(h1)] + [[l, k2], αL(h2)]−
[[l, h2], αL(k1)] ∈ [H,K] + [K,H]. 2
Definición 2.1.9 Se llama normalizador izquierda de una Hom-subálgebra
(M,αM) de un álgebra Hom-Leibniz (L, αL) al subespacio
N lL(M) = {x ∈ L | [x,M ] ⊆M}.
Se llama normalizador derecha de una Hom-subálgebra (M,αM) de un álgebra
Hom-Leibniz (L, αL) al subespacio
N rL(M) = {x ∈ L | [M,x] ⊆M}.
Se llama normalizador de una Hom-subálgebra (M,αM) de un álgebra Hom-
Leibniz (L, αL) al subespacio que es a la vez normalizador izquierda y derecha.
Cuando αL : L→ L es un homomorfismo sobreyectivo, entonces (N lL(M),
αL|), (N rL(M), αL|) y (NL(M), αL|) son Hom-ideales biláteros de (L, αL).
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Definición 2.1.10 Se llama centro izquierda de un álgebra Hom-Leibniz
(L, αL) al subespacio
Z l(L) = {x ∈ L | [x, y] = 0, para todo y ∈ L}.
Se llama centro derecha de un álgebra Hom-Leibniz (L, αL) al subespacio
Zr(L) = {x ∈ L | [y, x] = 0, para todo y ∈ L}.
Se llama centro de un álgebra Hom-Leibniz (L, αL) al subespacio que es centro
izquierda y derecha simultáneamente.
Cuando αL : L→ L es un homomorfismo sobreyectivo, entonces (Z l(L), αL|),
(Zr(L), αL|) y (Z(L), αL|) son Hom-ideales biláteros de (L, αL).
Definición 2.1.11 Una derivación de un álgebra Hom-Leibniz (L, [−,−], αL)
es una aplicación K-lineal d : L→ L satisfaciendo
a) d[x, y] = [d(x), αL(y)] + [αL(x), d(y)], para todo x, y ∈ L.
b) d · αL = αL · d.
Nota 2.1.12 De la identidad Hom-Leibniz (2.1) se induce que
adαL(z)[x, y] = [adz(x), αL(y)] + [αL(x), adz(y)]
para todo x, y, z ∈ L. De aquí se deduce que adz : L→ L dado por adz(y) =
[y, z] no es una derivación, excepto en el caso αL = Id.
Denotaremos por Der(L) el conjunto de todas las derivaciones del álgebra
Hom-Leibniz (L, [−,−], αL).
2.2. Clasificación de las álgebras Hom-Leibniz
En este apartado procederemos a determinar la clasificación en clases de
isomorfía de las álgebras Hom-Leibniz complejas de dimensiones 1 y 2.
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2.2.1. Constantes de estructura
Sea (L, [−,−], αL) un álgebra Hom-Leibniz de dimensión n. Esto significa
que L como K-espacio vectorial tiene una base {a1, a2, . . . , an} y el endomor-
fismo αL está representado por la matriz A = (αij) con respecto a la base
dada. Para determinar su estructura algebraica basta con conocer como se
comporta el corchete sobre los elementos de la base, es decir, es suficiente
con conocer los escalares ckij tales que
[ai, aj] =
n∑
k=1
ckijak
y los coeficientes αij correspondientes a la matriz A.
Proposición 2.2.1 Sea (L, [−,−], αL) un álgebra Hom-Leibniz con base {a1,
a2, . . . , an}. Sean ckij, 1 ≤ i, j, k ≤ n, las constantes de estructura relativas a
esta base y αij, 1 ≤ i, j ≤ n, los coeficientes de la matriz A asociada al
endomorfismo αL con respecto a la base dada. Entonces (L, [−,−], αL) es un
álgebra Hom-Leibniz si, y solamente si, las constantes de estructura y los
coeficientes matriciales satisfacen la siguiente propiedad:
n∑
p,q=1
(
αpic
q
jk − αqkcpij + αqjcpki
)
cspq,
para s = 1, 2, . . . , n.
Demostración. Basta con aplicar la identidad de Hom-Leibniz (2.1):
[α (ai) , [aj, ak]]− [[ai, aj] , α (ak)] + [[ai, ak] , α (aj)] = 0,[
n∑
l=1
αlial,
n∑
m=1
cmjkam
]
−
[
n∑
q=1
cqijaq,
n∑
p=1
αpkap
]
+
[
n∑
s=1
cskias,
n∑
r=1
αrjar
]
= 0,
n∑
p,q=1
((
αpic
q
jk − αqkcpij + αqjcpki
) n∑
s=1
cspqas
)
= 0,
n∑
s=1
{
n∑
p,q=1
(
αpic
q
jk − αqkcpij + αqjcpki
)
cspq
}
as = 0. 2
Proposición 2.2.2 Las álgebras Hom-Leibniz con el mismo espacio vectorial
subyacente (L, [−,−], αL) y (L, [−,−]′, αL′) son isomorfas si, y sólo si, existe
una matriz regular P tal que A′ = P.A.P−1 y P.[ai, aj] = [P.ai, P.aj]′, i, j =
1, . . . , n, donde A,A′ y P denotan las correspondientes matrices representan-
tes de αL, αL′ y f con respecto a la base {a1, a2, . . . , an}, respectivamente.
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Demostración. El hecho viene directamente de la Definición 2.1.4. 2
2.2.2. Clasificación de álgebras de dimensión ≤ 2
Proposición 2.2.3 Las álgebras Hom-Leibniz multiplicativas complejas uni-
dimensionales, o bien, son abelianas, o bien, el endomorfismo es nulo.
Demostración. Sea el álgebra Hom-Leibniz unidimensional (L, [−,−], αL) con
base {a}. Entonces [a, a] = λa y αL(a) = µa.
Por un lado, αL[a, a] = [αL(a), αL(a)], entonces, αL(λa) = [µa, µa], es decir,
µλa = µ2λa.
Por el otro, la identidad Hom-Leibniz implica que [αL(a), [a, a]] = 0, de donde
[µa, λa] = 0, por lo que µλ[a, a] = 0 y, en consecuencia, µλ2a = 0.
Finalmente, ambos hechos proporcionan el sistema
λ(µ− µ2) = 0
µλ2 = 0
}
cuyas soluciones son: λ = 0 y µ cualquiera, es decir, el álgebra Hom-Leibniz
es abeliana, y, µ = 0 y λ es cualquiera, es decir, el endomorfismo es nulo. 2
En el siguiente resultado clasificamos las álgebras Hom-Leibniz bidimen-
sionales.
Proposición 2.2.4 Las álgebras Hom-Leibniz multiplicativas complejas bi-
dimensionales con base {a1, a2} son isomorfas a una en las siguientes clases
de isomorfía:
a) Abelianas.
b) y c) Álgebras Hom-Lie (ya clasificadas en la Proposición 1.2.3).
d) [a1, a2] = a1, αL =
(
0 0
0 µ
)
, µ 6= 0.
e) [a1, a1] = a1, αL =
(
0 0
0 µ
)
, µ 6= 0.
f) [a2, a2] = a1, αL =
(
µ2 0
0 µ
)
, µ 6= 0.
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g) [a2, a1] = a2, αL =
(
1 0
0 µ
)
, µ 6= 0.
h) [a1, a2] = c112a1, [a2, a1] = c121a1, [a2, a2] = c122a1, αL =
(
0 1
0 0
)
.
i) [a2, a2] = a1, αL =
(
1 1
0 1
)
.
Demostración. Consideremos una base {a1, a2} de forma que el endomorfismo
αL se represente mediante su forma canónica de Jordan, así pues la tabla
de multiplicación viene dada por [ai, aj] = c1ija1 + c2ija2, i, j = 1, 2 y αL
únicamente tiene dos posibles representaciones mediante las matrices(
λ 0
0 µ
)
o
(
λ 1
0 λ
)
Imponiendo la identidad Hom-Leibniz (2.1) sobre todos los posibles corchetes
y la condición de multiplicatividad de αL, se llegan a las siguientes ecuaciones:
a) αL está representado por la matriz
(
λ 0
0 µ
)
, entonces se tiene que
αL (a1) =
(
λ 0
0 µ
)(
1
0
)
= λa1;αL (a2) =
(
λ 0
0 µ
)(
0
1
)
= µa2.
De las siguientes identidades se deducen las ecuaciones que han de satisfacer
las constantes de estructura y los coeficientes de la matriz que representa a
αL:
αL [a1,a1] = αL (c
1
11a1 + c
2
11a2) = c
1
11αL (a1) + c
2
11αL (a2) = c
1
11λa1 + c
2
11µa2,
[αL (a1) , αL (a1)] = [λa1, λa1] = λ
2 [a1,a1] = λ
2 (c111a1 + c
2
11a2) ,
de donde:
eq 1 ≡ c111λ (1− λ) = 0; eq 2 ≡ c211
(
µ− λ2) = 0
αL [a1,a2] = αL (c
1
12a1 + c
2
12a2) = c
1
12αL (a1) + c
2
12αL (a2) = c
1
12λa1 + c
2
12µa2,
[αL (a1) , αL (a2)] = [λa1, µa2] = λµ [a1,a2] = λµ (c
1
12a1 + c
2
12a2) ,
de donde:
eq 3 ≡ c112λ (1− µ) = 0; eq 4 ≡ c212µ (1− λ) = 0
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αL [a2,a1] = αL [c
1
21a1 + c
2
21a2] = c
1
21αL (a1) + c
2
21αL (a2) = c
1
21λa1 + c
2
21µa2,
[αL (a2) , αL (a1)] = [µa2, λa1] = µλ [a2,a1] = µλ (c
1
21a1 + c
2
21a2) ,
de donde:
eq 5 ≡ c121λ (1− µ) = 0; eq 6 ≡ c221µ (1− λ) = 0
αL [a2,a2] = αL [c
1
22a1 + c
2
22a2] = c
1
22αL (a1) + c
2
22αL (a2) = c
1
22λa1 + c
2
22µa2,
[αL (a2) , αL (a2)] = [µa2, µa2] = µ
2 [a2,a2] = µ
2 (c122a1 + c
2
22a2) ,
de donde:
eq 7 ≡ c122
(
λ− µ2) = 0; eq 8 ≡ c222µ (1− µ) = 0
Por otra parte, de la identidad Hom-Leibniz (2.1), se obtiene las siguientes
ecuaciones:
[αL (a1) , [a1, a1]]− [[a1, a1] , αL (a1)] + [[a1, a1] , αL (a1)] = 0,
[λa1, [a1, a1]] = λ [a1, (c
1
11a1 + c
2
11a2)] = λc
1
11 [a1, a1] + λc
2
11 [a1, a2] =
λc111 (c
1
11a1 + c
2
11a2) + λc
2
11 (c
1
12a1 + c
2
12a2) = 0,
de donde:
eq 9 ≡ λc111c111 + λc211c112 = 0; eq 10 ≡ λc111c211 + λc211c212 = 0
[αL (a1) , [a1, a2]]− [[a1, a1] , αL (a2)] + [[a1, a2] , αL (a1)] = 0,
[λa1, (c
1
12a1 + c
2
12a2)]− [(c111a1 + c211a2) , µa2] + [(c112a1 + c212a2) , λa1] = 0,
λc112 [a1, a1] + λc
2
12 [a1, a2]− µc111 [a1, a2]− µc211 [a2, a2] + λc112 [a1, a1] +
λc212 [a2, a1] = 0,
λc112 (c
1
11a1 + c
2
11a2) + λc
2
12 (c
1
12a1 + c
2
12a2)− µc111 (c112a1 + c212a2)−
µc211 (c
1
22a1 + c
2
22a2) + λc
1
12 (c
1
11a1 + c
2
11a2) + λc
2
12 (c
1
21a1 + c
2
21a2) = 0,
de donde:
eq 11 ≡ 2λc112c111 + λc212c112 − µc111c112 − µc211c122 + λc212c121 = 0
eq 12 ≡ 2λc112c211 + λc212c212 − µc111c212 − µc211c222 + λc212c221 = 0
[αL (a1) , [a2, a1]]− [[a1, a2] , αL (a1)] + [[a1, a1] , αL (a2)] = 0,
[λa1, (c
1
21a1 + c
2
21a2)]− [(c112a1 + c212a2) , λa1] + [(c111a1 + c211a2) , µa2] = 0,
λc121 [a1, a1] + λc
2
21 [a1, a2]− λc112 [a1, a1]− λc212 [a2, a1] + µc111 [a1, a2] +
µc211 [a2, a2] = 0,
λc121 (c
1
11a1 + c
2
11a2) + λc
2
21 (c
1
12a1 + c
2
12a2)− λc112 (c111a1 + c211a2)−
λc212 (c
1
21a1 + c
2
21a2) + µc
1
11 (c
1
12a1 + c
2
12a2) + µc
2
11 (c
1
22a1 + c
2
22a2) = 0,
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de donde:
eq 13 ≡ λc121c111 + λc221c112 − λc112c111 − λc212c121 + µc111c112 + µc211c122 = 0
eq 14 ≡ λc121c211 − λc112c211 + µc111c212 + µc211c222 = 0
[αL (a1) , [a2, a2]− [[a1, a2] , αL (a2)] + [[a1, a2] , αL (a2)] = 0,
[λa1, c
1
22a1 + c
2
22a2] = 0,
λc122 [a1, a1] + λc
2
22 [a1, a2] = 0,
λc122 (c
1
11a1 + c
2
11a2) + λc
2
22 (c
1
12a1 + c
2
12a2) = 0,
de donde
eq 15 ≡ λc122c111 + λc222c112 = 0; eq 16 ≡ λc122c211 + λc222c212 = 0
[αL (a2) , [a1, a1]]− [[a2, a1] , αL (a1)] + [[a2, a1] , αL (a1)] = 0,
[µa2, c
1
11a1 + c
2
11a2] = 0,
µc111 [a2, a1] + µc
2
11 [a2, a2] = 0,
µc111 (c
1
21a1 + c
2
21a2) + µc
2
11 (c
1
22a1 + c
2
22a2) = 0,
de donde:
eq 17 ≡ µc111c121 + µc211c122 = 0; eq 18 ≡ µc111c221 + µc211c222 = 0
[αL (a2) , [a1, a2]]− [[a2, a1] , αL (a2)] + [[a2, a2] , αL (a1)] = 0,
[µa2, c
1
12a1 + c
2
12a2]− [c121a1 + c221a2, µa2] + [c122a1 + c222a2, λa1] = 0,
µc112 [a2, a1] + µc
2
12 [a2, a2]− µc121 [a1, a2]− µc221 [a2, a2] + λc122 [a1, a1] +
λc222 [a2, a1] = 0,
µc112 (c
1
21a1 + c
2
21a2) + µc
2
12 (c
1
22a1 + c
2
22a2)− µc121 (c112a1 + c212a2)−
µc221 (c
1
22a1 + c
2
22a2) + λc
1
22 (c
1
11a1 + c
2
11a2) + λc
2
22 (c
1
21a1 + c
2
21a2) = 0,
de donde:
eq 19 ≡ µc212c122 − µc221c122 + λc122c111 + λc222c121 =0
eq 20 ≡ µc112c221 + µc212c222 − µc121c212 − µc221c222 + λc122c211 + λc222c221 = 0
[αL (a2) , [a2, a1]]− [[a2, a2] , αL (a1)] + [[a2, a1] , αL (a2)] = 0,
[µa2, (c
1
21a1 + c
2
21a2)]− [(c122a1 + c222a2) , λa1] + [(c121a1 + c221a2) , µa2] = 0,
µc121 [a2, a1] + µc
2
21 [a2, a2]− λc122 [a1, a1]− λc222 [a2, a1] + µc121 [a1, a2] +
µc221 [a2, a2] = 0,
µc121 (c
1
21a1 + c
2
21a2) + µc
2
21 (c
1
22a1 + c
2
22a2)− λc122 (c111a1 + c211a2)−
λc222 (c
1
21a1 + c
2
21a2) + µc
1
21 (c
1
12a1 + c
2
12a2) + µc
2
21 (c
1
22a1 + c
2
22a2) = 0,
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de donde:
eq 21 ≡ µc121c121 + 2µc221c122 − λc122c111 − λc222c121 + µc121c112 = 0
eq 22 ≡ µc121c221 + 2µc221c222 − λc122c211 − λc222c221 + µc121c212 = 0
[αL (a2) , [a2, a2]]− [[a2, a2] , αL (a2)] + [[a2, a2] , αL (a2)] = 0,
[µa2, c
1
22a1 + c
2
22a2] = 0,
µc122[a2, a1] + µc
2
22[a2, a2] = 0,
µc122 (c
1
21a1 + c
2
21a2) + µc
2
22 (c
1
22a1 + c
2
22a2) = 0,
de donde:
eq 23 ≡ µc122c121 + µc222c122 = 0; eq 24 ≡ µc122c221 + µc222c222 = 0
Para proceder a la resolución del sistema resultante, consideraremos di-
ferentes casos en función de los valores que puedan alcanzar los parámetros
λ y µ:
Caso 1. λ = µ = 0. Entonces ckij, 1 ≤ i, j, k ≤ 2 puede tomar cualquier
valor y αL = 0, por lo que se obtiene la única solución
(C1) [ai, aj] = c1ija1 + c2ija2, i, j = 1, 2;αL = 0.
Caso 2. λ = 0, µ 6= 0. De las ecuaciones 2, 4, 6 y 7 se deduce inmedia-
tamente que c211 = c212 = c221 = c122 = 0. Aplicando estos resultados en la
ecuación 24 se obtiene que c222 = 0, por lo que el sistema queda reducido a:
c111c
1
12 = 0
c111c
1
21 = 0
c121(c
1
21 + c
1
12) = 0
cuyas soluciones producen los siguientes tipos de álgebras:
(C2) [a1, a2] = c112a1, αL =
(
0 0
0 µ
)
, µ 6= 0.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base { 1
c112
a1, a2},
entonces tendríamos que [a1, a2] = a1.
(C3) [a1, a1] = c111a1, αL =
(
0 0
0 µ
)
, µ 6= 0.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base { 1
c111
a1, a2},
entonces tendríamos que [a1, a1] = a1.
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(C4) [a1, a2] = −[a2, a1] = c112a1, αL =
(
0 0
0 µ
)
, µ 6= 0.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base { 1
c112
a1, a2},
entonces tendríamos que [a1, a2] = −[a2, a1] = a1.
Caso 3. µ = 0, λ 6= 0. De las ecuaciones 2, 3, 5 y 7 se obtiene inme-
diatamente que c211 = c112 = c121 = c122 = 0, por lo que el sistema se reduce
a: 
c111(1− λ) = 0
(c111)
2 = 0
c212(c
2
12 + c
2
21) = 0
c222c
2
12 = 0
c222c
2
21 = 0
cuyas soluciones producen los siguientes tipos de álgebras:
(C5) [a2, a1] = c221a2, αL =
(
λ 0
0 0
)
, λ 6= 0.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base {a1, 1c221a2},
entonces tendríamos que [a2, a1] = a2.
(C6) [a1, a2] = −c221a2, [a2, a1] = c221a2, αL =
(
λ 0
0 0
)
, λ 6= 0.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base {a1, 1c221a2},
entonces tendríamos que [a2, a1] = −[a1, a2] = a2.
(C7) [a2, a2] = c222a2, αL =
(
λ 0
0 0
)
, λ 6= 0.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base {a1, 1c222a2},
entonces tendríamos que [a2, a2] = a2.
Caso 4. λ.µ 6= 0. Distinguiremos varios subcasos:
Subcaso 1: λ 6= 1, µ 6= 1. De las ecuaciones 1, 3, 4, 5, 6 y 8 se deduce
inmediatamente que c111 = c112 = c212 = c121 = c221 = c222 = 0, por lo que el
sistema queda reducido a: 
c211(µ− λ2) = 0
c122(λ− µ2) = 0
c211c
1
22 = 0
cuyas soluciones producen los siguientes tipos de álgebras:
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(C8) Abeliana.
(C9) [a2, a2] = c122a1, αL =
(
µ2 0
0 µ
)
, µ 6= 0, 1.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base { 1
c122
a1, a2},
entonces tendríamos que [a2, a2] = a1.
(C10) [a1, a1] = c211a2, αL =
(
λ 0
0 λ2
)
, λ 6= 0, 1.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base {a1, 1c211a2},
entonces tendríamos que [a1, a1] = a2.
Subcaso 2: λ = 1, µ 6= 1. De las ecuaciones 2, 3, 5 y 8 se deduce inme-
diatamente que c211 = c112 = c121 = c222 = 0. De estas condiciones se obtiene
que c111 = 0, por lo que el sistema queda reducido a:
c122(1− µ2) = 0
c212(c
2
12 + c
2
21) = 0
c122(c
2
12 − c221) = 0
c221c
1
22 = 0
cuyas soluciones producen los siguientes tipos de álgebras:
(C11) [a2, a1] = c221a2, αL =
(
1 0
0 µ
)
, µ 6= 0, 1.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base {a1, 1c221a2},
entonces tendríamos que [a2, a1] = a2.
(C12) [a1, a2] = −c221a2, [a2, a1] = c221a2, αL =
(
1 0
0 µ
)
, µ 6= 0, 1.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base {a1, 1c221a2},
entonces tendríamos que [a2, a1] = −[a1, a2] = a2.
(C13) [a2, a2] = c122a1, αL =
(
1 0
0 −1
)
.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base { 1
c122
a1, a2},
entonces tendríamos que [a2, a2] = a1.
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Subcaso 3: λ 6= 1, µ = 1. De las ecuaciones 1, 4, 6 y 7 se obtiene
inmediatamente que c111 = c212 = c221 = c122 = 0. Bajo estas condiciones, la
ecuación 24 implica que c222 = 0, por lo que el sistema queda reducido a:
c211(1− λ2) = 0
c211c
1
12 = 0
c211(c
1
21 − c112) = 0
c121(c
1
21 + c
1
12) = 0
cuyas soluciones producen los siguientes tipos de álgebras:
(C14) [a1, a2] = c112a1, αL =
(
λ 0
0 1
)
, λ 6= 0, 1.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base { 1
c122
a1, a2},
entonces tendríamos que [a1, a2] = a1.
(C15) [a1, a2] = −c121a1, [a2, a1] = c121a1, αL =
(
λ 0
0 1
)
, λ 6= 0, 1.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base { 1
c121
a1, a2},
entonces tendríamos que [a2, a1] = −[a1, a2] = a1.
(C16) [a1, a1] = c211a2, αL =
( −1 0
0 1
)
.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base {a1, 1c211a2},
entonces tendríamos que [a1, a1] = a2.
Subcaso 4: λ = µ = 1. En este caso αL = Id, por lo que las álgebras
obtenidas son todas álgebras de Leibniz. De hecho, al resolver el sistema de
ecuaciones pertinente, el tipo de álgebras obtenidas son isomorfas a las álge-
bras representantes de las clases de isomorfía de la clasificación dada en [22].
Para determinar la isomorfía entre las soluciones obtenidas y la clasificación
de [22] se ha empleado el notebook en Mathematica que ha sido desarrollado
en [14].
(C17) Abeliana.
(C18) Álgebra de Lie bidimensional: [a1, a2] = −[a2, a1] = a1, αL = Id.
(C19) [a1, a2] = a1, αL = Id.
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(C20) [a2, a2] = λa1, λ ∈ C/C2.
b) αL está representado por la matriz
(
λ 1
0 λ
)
, entonces se tiene que
αL (a1) =
(
λ 1
0 λ
)(
1
0
)
= λa1; αL (a2) =
(
λ 1
0 λ
)(
0
1
)
= a1 + λa2
De las siguientes identidades se deducen las ecuaciones que han de satisfacer
las constantes de estructura y los coeficientes de la matriz que representa a
αL:
αL [a1,a1] = αL (c
1
11a1 + c
2
11a2) = c
1
11αL (a1)+c
2
11αL (a2) = c
1
11λa1+c
2
11 (a1 + λa2) ,
[αL (a1) , αL (a1)] = [λa1, λa1] = λ
2 [a1,a1] = λ
2 (c111a1 + c
2
11a2) ,
de donde:
ec 1 ≡ c111λ (1− λ) + c211 = 0; ec 2 ≡ c211λ (1− λ) = 0
αL [a1,a2] = αL (c
1
12a1 + c
2
12a2) = c
1
12αL (a1)+c
2
12αL (a2) = c
1
12λa1+c
2
12 (a1 + λa2) ,
[αL (a1) , αL (a2)] = [λa1, a1 + λa2] = λ [a1,a1]+λ
2 [a1,a2] = λ (c
1
11a1 + c
2
11a2)+
λ2 (c112a1 + c
2
12a2) ,
de donde:
ec 3 ≡ c112λ(1− λ)− λc111 + c212 = 0; ec 4 ≡ c212λ(1− λ)− λc211 = 0
αL [a2,a1] = αL (c
1
21a1 + c
2
21a2) = c
1
21αL (a1)+c
2
21αL (a2) = c
1
21λa1+c
2
21 (a1 + λa2) ,
[αL (a2) , αL (a1)] = [a1 + λa2, λa1] = λ [a1,a1]+λ
2 [a2,a1] = λ (c
1
11a1 + c
2
11a2)+
λ2 (c121a1 + c
2
21a2) ,
de donde:
ec 5 ≡ c121λ(1− λ)− λc111 + c221 = 0; ec 6 ≡ c221λ(1− λ)− λc211 = 0
αL [a2,a2] = αL (c
1
22a1 + c
2
22a2) = c
1
22αL (a1)+c
2
22αL (a2) = c
1
22λa1+c
2
22 (a1 + λa2)
[αL (a2) , αL (a2)] = [a1 + λa2, a1 + λa2] = [a1,a1] + λ [a1,a2] + λ [a2,a1] +
λ2 [a2,a2] = λ (c
1
11a1 + c
2
11a2)+λ (c
1
12a1 + c
2
12a2)+λ (c
1
21a1 + c
2
21a2)+λ
2 (c122a1 + c
2
22a2)
de donde:
ec 7 ≡ c122λ+ c222 − λc111 − λc112 − λc121 − λ2c122 = 0
ec 8 ≡ c222λ− λc211 − λc212 − λc221 − λ2c222 = 0
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[αL (a1) , [a1, a1]]− [[a1, a1] , αL (a1)] + [[a1, a1] , αL (a1)] = 0,
[λa1, [a1, a1]] = 0,
λ [a1, c
1
11a1 + c
2
11a2] = 0,
λc111 [a1, a1] + λc
2
11 [a1, a2] = 0,
λc111 (c
1
11a1 + c
2
11a2) + λc
2
11 (c
1
12a1 + c
2
12a2) = 0,
de donde:
ec 9 ≡ λ(c111)2 + λc211c112 = 0; ec 10 ≡ λc111c211 + λc211c212 = 0
[αL (a1) , [a1, a2]]− [[a1, a1] , αL (a2)] + [[a1, a2] , αL (a1)] = 0,
[λa1, c
1
12a1 + c
2
12a2]− [c111a1 + c211a2, a1 + λa2] + [c112a1 + c212a2, λa1] = 0,
λc112 [a1, a1]+λc
2
12 [a1, a2]−c111 [a1, a1]−λc111 [a1, a2]−c211 [a2, a1]−λc211 [a2, a2]+
λc112 [a1, a1] + λc
2
12 [a2, a1] = 0,
λc112 (c
1
11a1 + c
2
11a2) + λc
2
12 (c
1
12a1 + c
2
12a2)− c111 (c111a1 + c211a2)−
λc111 (c
1
12a1 + c
2
12a2)− c211 (c121a1 + c221a2)− λc211 (c122a1 + c222a2) +
λc112 (c
1
11a1 + c
2
11a2) + λc
2
12 (c
1
21a1 + c
2
21a2) = 0,
de donde:
ec 11 ≡ λc212c112 − (c111)2 − c211c121 − λc211c122 + λc112c111 + λc212c121 = 0
ec 12 ≡ 2λc112c211 + λc212c212 − c111c211 − λc111c212 − c211c221 − λc211c222 + λc212c221 = 0
[αL (a1) , [a2, a1]]− [[a1, a2] , αL (a1)] + [[a1, a1] , αL (a2)] = 0,
[λa1, (c
1
21a1 + c
2
21a2)]− [(c112a1 + c212a2) , λa1] + [(c111a1 + c211a2) , a1 + λa2] = 0,
λc121 [a1, a1] + λc
2
21 [a1, a2]− λc112 [a1, a1]− λc212 [a2, a1] + c111 [a1, a1] +
λc111 [a1, a2] + c
2
11 [a2, a1] + λc
2
11 [a2, a2] = 0,
λc121 (c
1
11a1 + c
2
11a2) + λc
2
21 (c
1
12a1 + c
2
12a2)− λc112 (c111a1 + c211a2)−
λc212 (c
1
21a1 + c
2
21a2) + c
1
11 (c
1
11a1 + c
2
11a2) + λc
1
11 (c
1
12a1 + c
2
12a2) +
c211 (c
1
21a1 + c
2
21a2) + λc
2
11 (c
1
22a1 + c
2
22a2) = 0,
ec 13 ≡ λc121c111 + λc221c112 − λc212c121 + (c111)2 + c211c121 + λc211c122 = 0
ec 14 ≡ λc121c211 − λc112c211 + c111c211 + λc111c212 + c211c221 + λc211c222 = 0
[αL (a1) , [a2, a2]− [[a1, a2] , αL (a2)] + [[a1, a2] , αL (a2)] = 0,
[λa1, [a2, a2]] = 0,
λ [a1, c
1
22a1 + c
2
22a2] = 0,
λc122 [a1, a1] + λc
2
22 [a1, a2] = 0,
λc122 (c
1
11a1 + c
2
11a2) + λc
2
22 (c
1
12a1 + c
2
12a2) = 0,
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de donde:
ec 15 ≡ λc122c111 + λc222c112 = 0; ec 16 ≡ λc122c211 + λc222c212 = 0
[αL (a2) , [a1, a1]]− [[a2, a1] , αL (a1)] + [[a2, a1] , αL (a1)] = 0,
[a1 + λa2, [a1, a1]] = 0,
[a1, c
1
11a1 + c
2
11a2] + λ [a2, c
1
11a1 + c
2
11a2] = 0,
c111 [a1, a1] + c
2
11 [a1, a2] + λc
1
11 [a2, a1] + λc
2
11 [a2, a2] = 0,
c111 (c
1
11a1 + c
2
11a2) + c
2
11 (c
1
12a1 + c
2
12a2) + λc
1
11 (c
1
21a1 + c
2
21a2) +
λc211 (c
1
22a1 + c
2
22a2) = 0,
de donde:
ec 17 ≡ (c111)2 + c211c112 + λc111c121 + λc211c122 = 0
ec 18 ≡ c111c211 + c211c212 + λc111c221 + λc211c222 = 0
[αL (a2) , [a1, a2]]− [[a2, a1] , αL (a2)] + [[a2, a2] , αL (a1)] = 0,
[a1 + λa2, c
1
12a1 + c
2
12a2]− [c121a1 + c221a2, a1 + λa2] + [c122a1 + c222a2, λa1] = 0,
c112 [a1, a1] + c
2
12 [a1, a2] + λc
1
12 [a2, a1] + λc
2
12 [a2, a2]− c121 [a1, a1]−
c221 [a2, a1]− λc121 [a1, a2]− λc221 [a2, a2] + λc122 [a1, a1] + λc222 [a2, a1] = 0,
c112 (c
1
11a1 + c
2
11a2)+c
2
12 (c
1
12a1 + c
2
12a2)+λc
1
12 (c
1
21a1 + c
2
21a2)+λc
2
12 (c
1
22a1 + c
2
22a2)−
c121 (c
1
11a1 + c
2
11a2)−c221 (c121a1 + c221a2)−λc121 (c112a1 + c212a2)−λc221 (c122a1 + c222a2)
+λc122 (c
1
11a1 + c
2
11a2) + λc
2
22 (c
1
21a1 + c
2
21a2) = 0,
de donde:
ec 19 ≡ c112c111 + c212c112 + λc212c122 − c121c111 − c221c121 − λc221c122 + λc122c111 + λc222c121 = 0
ec 20 ≡ c112c211 + (c212)2 + λc112c221 + λc212c222 − c121c211 − (c221)2 − λc121c212 + λc122c211 = 0
[αL (a2) , [a2, a1]]− [[a2, a2] , αL (a1)] + [[a2, a1] , αL (a2)] = 0,
[a1 + λa2, c
1
21a1 + c
2
21a2]− [c122a1 + c222a2, λa1] + [c121a1 + c221a2, a1 + λa2] = 0,
c121 [a1, a1] + c
2
21 [a1, a2] + λc
1
21 [a2, a1] + λc
2
21 [a2, a2]− λc122 [a1, a1]−
λc222 [a2, a1] + c
1
21 [a1, a1] + c
2
21 [a2, a1] + λc
1
21 [a1, a2] + λc
2
21 [a2, a2] = 0,
c121 (c
1
11a1 + c
2
11a2)+c
2
21 (c
1
12a1 + c
2
12a2)+λc
1
21 (c
1
21a1 + c
2
21a2)+λc
2
21 (c
1
22a1 + c
2
22a2)−
λc122 (c
1
11a1 + c
2
11a2)− λc222 (c121a1 + c221a2) + c121 (c111a1 + c211a2) +
c221 (c
1
21a1 + c
2
21a2) + λc
1
21 (c
1
12a1 + c
2
12a2) + λc
2
21 (c
1
22a1 + c
2
22a2) = 0,
de donde:
ec 21 ≡ 2c121c111 + c221c112 + λ(c121)2 + 2λc221c122 − λc122c111 − λc222c121 + c221c121 + λc121c112 = 0
ec 22 ≡ 2c121c211 + c221c212 + λc121c221 + λc221c222 − λc122c211 + (c221)2 + λc121c212 = 0
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[αL (a2) , [a2, a2]]− [[a2, a2] , αL (a2)] + [[a2, a2] , αL (a2)] = 0,
[a1 + λa2, [a2, a2]] = 0,
[a1, c
1
22a1 + c
2
22a2] + λ [a2, c
1
22a1 + c
2
22a2] = 0,
c122 [a1, a1] + c
2
22 [a1, a2] + λc
1
22 [a2, a1] + λc
2
22 [a2, a2] = 0,
c122 (c
1
11a1 + c
2
11a2)+c
2
22 (c
1
12a1 + c
2
12a2)+λc
1
22 (c
1
21a1 + c
2
21a2)+λc
2
22 (c
1
22a1 + c
2
22a2)
= 0,
de donde:
ec 23 ≡ c122c111 + c222c112 + λc122c121 + λc222c122 = 0
ec 24 ≡ c122c211 + c222c212 + λc122c221 + λc222c222 = 0
Para proceder a la resolución del sistema resultante, consideraremos di-
ferentes casos en función de los valores que pueda alcanzar el parámetro λ:
Caso 1. λ = 0. De las ecuaciones 1, 3, 5 y 7 se deduce inmediatamente
que c211 = c212 = c221 = c222 = 0, por lo que el sistema se reduce al siguiente:
(c111)
2 = 0
c111 (c
1
12 − c121) = 0
2c121c
1
11 = 0
c122c
1
11 = 0
cuya solución produce el siguiente tipo de álgebras:
(D1) [a1, a2] = c112a1, [a2, a1] = c121a1, [a2, a2] = c122a1, αL =
(
0 1
0 0
)
.
Caso 2. λ 6= 0. Distinguiremos dos subcasos:
Subcaso 1: λ = 1. De las ecuaciones 1, 3, 5, 9 y 24 se deduce inmedia-
tamente que c111 = c211 = c212 = c221 = c222 = 0, por lo que el sistema se reduce
al siguiente: 
−c112 − c121 = 0
(c121)
2 + c112c
1
21 = 0
c122c
1
21 = 0
cuya solución produce el siguiente tipo de álgebras:
(D2) [a1, a2] = −c121a1, [a2, a1] = c121a1, αL =
(
1 1
0 1
)
.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base { 1
c121
a1, a2},
entonces tendríamos que [a2, a1] = −[a1, a2] = a1.
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(D3) [a2, a2] = c122a1, αL =
(
1 1
0 1
)
.
Si elegimos una base normalizada, es decir, tomando la base { 1
c122
a1, a2},
entonces tendríamos que [a2, a2] = a1.
Subcaso 2: λ 6= 1. La resolución del sistema implica que todos los ckij,
1 ≤ i, j, k,≤ 2, son nulos.
(D4) Abeliana.
Ahora verificaremos si algunas de las clases obtenidas son isomorfas entre
si, para lo cual aplicaremos el criterio dado en la Proposición 2.2.2.
• Las álgebras de las clases (C8), (C17) y (D4) son abelianas.
• Las álgebras de las clases (C1), (C4) y (C6) son álgebras Hom-Lie que
pertenecen a la clase b) de la clasificación dada en la Proposición 1.2.3.
(C1) es isomorfa a b) con P =
(
1 1
1 1
)
, α12 = α22 = 0.
(C4) es isomorfa a b) con P =
(
1 1
0 1
)
, α12 = α22 = µ.
(C6) es isomorfa a b) con P =
(
1 1
1 0
)
, α12 = α22 = λ.
• Las álgebras de las clases (C12), (C15), (C18) y (D2) son álgebras Hom-Lie
que pertenecen a la clase c) de la clasificación dada en la Proposición 1.2.3.
(C12) es isomorfa a c) con P =
(
1 1
1 0
)
, α11 = µ, α12 = 1− µ.
(C15) es isomorfa a c) con P =
(
1 0
0 −1
)
, α11 = λ, α12 = 0.
(C18) es isomorfa a c) con P =
(
1 1
0 1
)
, α11 = 1, α12 = 0.
(D2) es isomorfa a c) con P =
(
1 0
0 −1
)
, α11 = 1, α12 = −1.
• Las álgebras de las clases (C2) y (C5) pertenecen a la clase d).
(C2) es el representante de esta clase.
(C5) es isomorfa a d) con P =
(
0 1
1 0
)
, µ = λ.
• Las álgebras de las clases (C3) y (C7) pertenecen a la clase e).
(C3) es el representante de esta clase.
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(C7) es isomorfa a e) con P =
(
0 1
1 0
)
, µ = λ.
• Las álgebras de las clases (C9), (C10), (C13), (C16) y (C20) pertenecen a
la clase f).
(C9) es el representante de esta clase.
(C10) es isomorfa a f) con P =
(
0 1
1 0
)
, λ = µ.
(C13) es isomorfa a f) con P =
(
1 0
0 1
)
, µ = −1.
(C16) es isomorfa a f) con P =
(
0 1
1 0
)
, µ = −1.
(C20) es isomorfa a f) con P =
( −1 0
0 1
)
, µ = 1, λ = −1.
• Las álgebras de las clases (C11), (C14) y (C19) pertenecen a la clase g).
(C11) es el representante de esta clase.
(C14) es isomorfa a g) con P =
(
0 1
1 0
)
, λ = µ.
(C19) es isomorfa a g) con P =
(
0 1
1 0
)
, µ = 1.
• El álgebras de la clase (D1) pertenecen a la clase h).
(D1) es el representante de esta clase.
• El álgebras de la clase (D3) pertenecen a la clase i).
(D3) es el representante de esta clase. 2
Nota 2.2.5
Analizamos en esta nota las propiedades algebraicas de las álgebras Hom-
Leibniz que no son Hom-Lie, puesto que éstas ya han sido tratadas en la
Nota 1.2.4.
a) Dos álgebras de la clase h) en la Proposición 2.2.4, con constantes de
estructura {c112, c121, c122} y {d112, d121, d122}, son isomorfas si, y sólo si,
c112 = kd
1
12, c
1
21 = kd
1
21, c
1
22 = kd
1
22.
b) La siguiente tabla pone de manifiesto que las clases descritas en la
Proposición 1.2.3 son no isomorfas dos a dos debido a sus propiedades
algebraicas.
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det(α) dim Z(L) dim Z l(L) dim α(〈a2〉)
2.2.4 d) 0 0 1
2.2.4 e) 0 1
2.2.4 f) 6= 0 1 1
2.2.4 g) 6= 0 0
2.2.4 h) 0 0 0
2.2.4 i) 1 1 2
Álgebras Hom-Leibniz que no son Hom-Lie bidimensionales complejas
2.3. Estudio categórico de las álgebras Hom-
Leibniz
En esta sección realizaremos un estudio de las propiedades categóricas
básicas que posee la categoría Hom-Leib, cuyos objetos son las álgebras Hom-
Leibniz multiplicativas (ver Definición 2.1.1) y cuyos morfismos son los ho-
momorfismos de álgebras Hom-Leibniz (ver Definición 2.1.4). En concreto,
perseguimos verificar que la categoría Hom-Leibniz satisface los axiomas de
categoría semi-abeliana [11]. Por otro lado, pretendemos establecer que la ca-
tegoría Hom-Lie, cuyos objetos son las álgebras Hom-Lie y cuyos morfismos
son los homomorfismos de álgebras Hom-Lie, es una subcategoría de Birk-
hoff de Hom-Leib, por lo que heredará automáticamente la propiedad de ser
semi-abeliana debido a la nota 5.4 de [26].
2.3.1. Objetos libres en la categoría Hom-Leibniz
La construcción que se presenta aquí es la generalización de la construc-
ción del álgebra de Lie libre sobre un conjunto dada en [72]. Una construcción
alternativa para álgebras Hom-Lie, y que podría generalizarse a Hom-Leib,
está hecha en [77].
Definición 2.3.1 La categoría cuyos objetos son pares (X,αX), con X ∈
Set y αX : X → X una aplicación, y cuyos morfismos son aplicaciones
f : (X,αX)→ (Y, αY ), con f : X → Y una aplicación tal que f ·αX = αY ·f ,
se denomina la categoría de Hom-conjuntos y se denota por Hom-Set.
Definición 2.3.2 Un categoría cuyos objetos son pares (M,αM), con M un
conjunto dotado de una operación binaria w : M ×M → M (un magma)
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y αM : M → M una aplicación que conserva la operación binaria, es decir,
w · (αM × αM) = αM · w, y cuyos morfismos son flechas f : (M,αM) →
(N,αN), con f : M → N una aplicación que conserva la operación binaria,
es decir, f (wM (x, y)) = wN (f(x), f(y)), y f · αM = αN · f , se denomina la
categoría de Hom-magmas y se denota por Hom-Mag.
Para construir el Hom-Magma libre sobre un Hom-conjunto (X,αX), se
define inductivamente la familia de Hom-conjuntos (Xn, αn), (n > 1), como
sigue:
a) X1 = X; α1 = αX .
b) Xn =
∐
p+q=n
Xp ×Xq (n > 2) (unión disjunta); αn : Xn → Xn inducido
por αX (así α2 : X2 (= X ×X) → X2 (= X ×X), con α2 = αX × αX ;
α3 = αX × (αX × αX) + (αX × αX)× αX , etc.).
Hacemos MX =
+∞∐
n=1
Xn y αM : MX → MX el endomorfismo inducido
por αX , es decir, αM = (α1, α2, α3, · · · ). Definimos la operación binaria w :
MX×MX →MX por medio deXp×Xq → Xp+q ⊆MX , donde este aplicación
es la inclusión canónica producida por b).
Veamos a modo de ejemplo, con el caso particular que se propone, que
αM conserva la operación binaria. El caso general es una repetición de casos
similares al descrito.
Supongamos queX = x1(x2 . . . (xp−1xp)) ∈ Xp y Y = y1(y2 . . . (yq−1yq)) ∈
Yq, entonces
w (αM (X) , αM (Y )) =
w (αX(x1) (αX(x2)... (αX(xp−1)αX(xp))) , αX(y1) (αX(y2)... (αX(yq−1)αX(yq)))) =
(αX(x1) (αX(x2)... (αX(xp−1)αX(xp)))) (αX(y1) (αX(y2)... (αX(yq−1)αX(yq)))) .
αM (w (X, Y )) = αM ((x1(x2...(xp−1xp)))(y1(y2...(yq−1yq)))) =
(αX(x1) (αX(x2)... (αX(xp−1)αX(xp)))) (αX(y1) (αX(y2)... (αX(yq−1)αX(yq)))) .
Definición 2.3.3 (MX , αM) se llama el Hom-Magna libre sobre el Hom-
conjunto (X,αX).
Un elemento γ deMX se llama palabra no asociativa sobre X. Su longitud,
l(γ) es el único n tal que γ ∈ Xn.
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Teorema 2.3.4 Sea (N,αN) un Hom-Magma y f : (X,αX) → (N,αN) un
morfismo de Hom-conjuntos.
Entonces existe un único homomorfismo de Hom-magmas F : (MX , αM)→
(N,αN) que extiende a f .
Demostración.
(X,αX)
i //
f &&
(MX , αM)
∃!F

(N,αN)
Definimos inductivamente F : MX → N de la forma siguiente: una palabra
 ∈ Xn se puede descomponer en palabras de menor tamaño γ ∈ Xp, δ ∈ Xq,
con p+q = n; entonces F () = F (wM(γ, δ)) = wN (F (γ) , F (δ)), y si  ∈ X1,
entonces F () = f(). Aquí wN denota la operación binaria del Hom-Magma
(N,αN).
F es un homomorfismo de Hom-Magmas ya que conserva las operaciones
binarias por construcción y
F · αM () = F (αM(wM (γ, δ))) = F (wM(αM (γ) , αM (δ))) =
wN(F (αM(γ)), F (αM(δ))).
αN · F () = αN · F (wM(γ, δ)) = αN (wN (F (γ) , F (δ))) =
wN (αN (F (γ) , F (δ))) .
Finalmente, es evidente que F está determinado de forma única y que
extiende a f , es decir, que F · i = f . 2
El Teorema 2.3.4 proporciona un par de funtores adjuntos
Hom− Set
F1 //
Hom−Magma
U1
oo
F1 asigna a un Hom-conjunto (X,αX) el Hom-magma libre F1(X,αX) =
(MX , αM) y U1 asigna a un Hom-magma (N,αN) el Hom-conjunto consistente
en olvidarse de la operación binaria.
Definición 2.3.5 [77] Una Hom-álgebra no asociativa es un triple (A, µ, α)
en el que:
a) A es un K-espacio vectorial.
b) µ : A⊗ A→ A es una aplicación bilineal.
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c) α ∈ End(A) conserva la operación bilineal, es decir, α (µ (x⊗ y)) =
µ (α (x)⊗ α (y)), para todo x, y ∈ A.
Un morfismo entre dos Hom-álgebras no asociativas f : (A, µ, α) →
(A′, µ′, α′) es una aplicación lineal f : A → A′ tal que α′ · f = f · α y
f · µ = µ′ · f⊗2.
Sea (AX , αA) tal que AX es la K-álgebra del magma libre MX y αA el
endomorfismo inducido por αX . Esto es, un elemento γ ∈ AX es una suma
finita γ =
∑
m∈MX
cmm, con cm ∈ K; la multiplicación en AX extiende a la
multiplicación (operación binaria) en MX y αA : AX → AX está dada por
αA (γ) =
∑
m∈MX
cmαx (m).
De esta forma, (AX , αA) es una Hom-álgebra no asociativa en la que AX es
un K-espacio vectorial generado por X, la operación binaria µ es la derivada
de la operación ω del magma y αA conserva esta operación:
αA (γ.δ) = αA
((∑
cmm
)
.
(∑
dm′m
′
))
= αA
(∑
cmdm′m.m
′
)
=∑
cmdm′αX (m.m
′) =
∑
cmdm′αX (m) .αX (m
′) =∑
cmαX (m) .
∑
dm′αX (m
′) = αA (γ) .αA (δ) .
Además (AX , αA) es el Hom-álgebra libre sobre (X,αX), debido a la si-
guiente propiedad.
Teorema 2.3.6 Sea (B,αB) una Hom-álgebra no asociativa y sea f : (X,αX)
→ (B,αB) una aplicación de Hom-conjuntos. Existe un único homomorfismo
de Hom-álgebras no asociativas F : (AX , αA)→ (B,αB) que extiende a f .
Demostración. Por el Teorema 2.3.4 f se puede extender a un homomorfismo
de Hom-magmas f ′ : (MX , αM) → (B,αB), considerando (B,αB) como un
Hom-magma cuya operación binaria es el producto del álgebra.
f ′ se extiende por linealidad a una aplicación K-lineal F : AX → B. Por
construcción, F conserva las operaciones del álgebra y además
F · αA
( ∑
m∈MX
cmm
)
= F
( ∑
m∈MX
cmαM(m)
)
=
∑
m∈MX
cmf
′ · αM(m).
αB · F
( ∑
m∈MX
cmm
)
= αB
( ∑
m∈MX
cmf
′(m)
)
=
∑
m∈MX
cmαB · f ′(m).
pero αB · f ′ = f ′ · αM . La unicidad de F viene proporcionada por el hecho
de que X genera a AX . 2
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Nota 2.3.7 AX es un álgebra graduada cuyos elementos homogéneos de gra-
do n son aquellos que son combinaciones lineales de palabras m ∈ MX de
longitud n. El endomorfismo αA es el inducido por αX .
Sea I el ideal bilátero de (AX , αA) generado por los elementos de la forma:
Jα (a, b, c) = αA (a) (bc)− (ab) αA (c) + (ac) αA (b) , a, b, c ∈ AX
Definición 2.3.8 El álgebra cociente (AX/I, αA) se llama álgebra Hom-Leib-
niz libre sobre el Hom-conjunto (X,αX).
Se denotará por Fr (X,αX).
Teorema 2.3.9 Sea (B,αB) un álgebra Hom-Leibniz y f : (X,αX)→ (B,αB)
una aplicación de Hom-conjuntos. Entonces existe un único homomorfismo
de álgebras Hom-Leibniz F : Fr (X,αX)→ (B,αB) que se extiende a f .
Demostración. Por el Teorema 2.3.6 y considerando (B,αB) únicamente con
la estructura subyacente de Hom-álgebra no asociativa, existe un único ho-
momorfismo de Hom-álgebras no asociativas f ′ : (AX , αA)→ (B,αB) tal que
f ′ · i = f , siendo i : (X,αX)→ (AX , αA) la inclusión canónica.
El homomorfismo f ′ se anula sobre el ideal I. En efecto:
f ′(Jα (a, b, c)) = f ′(αA (a) (bc)− (ab)αA (c) + (ac)αA (b)) =
f ′ (αA (a)) (f ′ (b) f (′c))−(f ′ (a) f ′ (b)) f ′ (αA (c))+(f ′ (a) f ′ (c)) f ′ (αA (b)) =
αB (f
′ (a)) (f ′ (b) f (′c))−(f ′ (a) f ′ (b))αB (f ′ (c))+(f ′ (a) f ′ (c))αB (f ′ (b)) =
0
Por la propiedad universal del núcleo, existe un homomorfismo de álgebras
Hom-Leibniz ϕ : (AX/I, αA)→ (B,αB) que extiende a f ′. 2
El Teorema 2.3.9 proporciona un par de funtores adjuntos
Hom− Set
Fr //
Hom− Leib
U
oo
Fr asigna a un Hom-conjunto (X,αX) el álgebra Hom-Leibniz libre Fr(X,αX)
= (AX/I, αA) y U asigna a un álgebra Hom-Leibniz (B,αB) el Hom-conjunto
consistente en olvidarse de las operaciones.
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2.3.2. Propiedades de la categoría Hom-Leibniz
Definición 2.3.10 Un homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz f : (X,αX)→
(Y, αY ) es inyectivo (sobreyectivo) si f : X → Y es una aplicación inyectiva
(sobreyectiva).
Proposición 2.3.11 En la categoría Hom-Leib un morfismo f : (X,αX)→
(Y, αY ) es mónico (épico) si, y solamente si, f es un homomorfismo inyectivo
(sobreyectivo).
Demostración. Si f es inyectivo, entonces f es mónico, ya que en un diagrama
del tipo
Z
αZ

h1
//
h2 //
X
αX

f // Y
αY

Z
h1
//
h2 //
X
f // Y
si f · h1 = f · h2, entonces f · h1 (z) = f · h2 (z), para todo z ∈ Z. Como f es
inyectivo, entonces h1 (z) = h2 (z), para todo z ∈ Z , por lo que h1 = h2, es
decir, f es mónico.
Para probar que f mónico implica f inyectiva, probaremos el contra-
rrecíproco. En efecto, si f no es inyectivo, entonces los morfismos inc, 0 :
(Kerf, αX|)→ (X,αX) (inc es el morfismo inclusión y 0 es el morfismo cero)
son morfismos tales que f ·inc = f ·0 y sin embargo inc 6= 0 ya que Kerf 6= 0
por ser f no inyectivo.
Si f es sobreyectivo, entonces f es épico, ya que en un diagrama del tipo
X
αX

f // Y
αY

h1
//
h2 //
Z
αZ

X
f // Y
h1
//
h2 //
Z
si h1 · f = h2 · f y dado que f es sobreyectiva, es decir, para todo y ∈ Y ,
existe un x ∈ X tal que f(x) = y, entonces, para todo y ∈ Y, h1 (y) =
h1 (f(x)) = h2 (f(x)) = h2 (y), lo que implica que h1 = h2, o sea, que f es
un epimorfismo.
Recíprocamente, sea I = 〈{f(x) | x ∈ X}〉 el menor Hom-ideal bilátero
de Y generado por Im(f).
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Consideremos el morfismo proyección canónica pi : (Y, αY ) → (Y/I, αY )
y el morfismo cero 0 : (Y, αY ) → (Y/I, αY ); como pi · f(x) = f(x) + I =
0 = 0 · f(x) y f es un epimorfismo, entonces pi = 0, lo que implica que
Im(pi) = Im(0), o sea, Y/I = I. Entonces Y = I = 〈{f(x) | x ∈ X}〉, por lo
que f es sobreyectivo. 2
Proposición 2.3.12 La categoría Hom-Leib tiene objeto cero.
Demostración. El álgebra Hom-Leibniz (0, α0), donde α0 : 0→ 0, α0(0) = 0,
es obviamente el objeto inicial y final. 2
Proposición 2.3.13 La categoría Hom-Leib tiene igualadores y coigualado-
res.
Demostración. Sean (A,αA), (B,αB) álgebras Hom-Leibniz y f, g : (A,αA)→
(B,αB) homomorfismos de álgebras Hom-Leibniz. Su igualador es el álge-
bra Hom-Leibniz (K,αK), siendo K = {a ∈ A | f(a) = g(a)}, αK = αA| y
u : K → A el homomorfismo inclusión. En efecto:
(K,αK) es una subálgebra Hom-Leibniz de (A,αA) ya que para k1, k2 ∈
K, f(ki) = g(ki), i = 1, 2, por lo que f [k1, k2] = [f (k1) , f (k2)] = [g (k1) , g (k2)]
= g [k1, k2] y, en consecuencia, [k1, k2] ∈ K.
Para k ∈ K,αK (k) ∈ K, ya que f
(
αA| (k)
)
= αB (f (k)) = αB (g (k)) =
g
(
αA| (k)
)
.
Obviamente f · u = g · u.
Propiedad universal: dado un homomorfismo u′ : (K ′, αK′)→ (A,αA) tal
que f · u′ = g · u′, entonces existe un único homomorfismo γ : (K ′, αK′) →
(K,αK), definido por γ (k′) = u′ (k′), satisfaciendo:
αK (γ (k
′)) = αK (u′ (k′)) = u′ (αK′ (k′)) = γ (αK′ (k′)) .
u · γ (k′) = u′(k′).
Sean (A,αA), (B,αB), álgebras Hom-Leibniz y f, g : (A,αA) → (B,αB)
homomorfismos de álgebras Hom-Leibniz. Su coigualador es el álgebra Hom-
Leibniz (B/I, α), siendo I = 〈{f(a)− g(a) | a ∈ A}〉, α el inducido por α
sobre los cocientes y u : B → B/I es la proyección canónica.
Obviamente (B/I, α) es el álgebra Hom-Leibniz cociente.
u · f = u · g ya que u (f(a)) = f(a) + I = g(a) + I = u (g(a)).
Propiedad universal: dado un homomorfismo u′ : (B,αB)→ (K ′, αK′) tal
que u′ · f = u′ · g, entonces existe un único homomorfismo γ : (B/I, α) →
(K ′, αK′) definido por γ (b+ I) = u′ (b), satisfaciendo:
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γ (α (b+ I)) = γ (αB (b) + I) = u
′ (αB (b)) = αK′ (u′ (b)) = αK′ (γ (b+ I)) .
γ · u (b) = γ (b+ I) = u′(b). 2
Proposición 2.3.14 La categoría Hom-Leib tiene cuadrados cartesianos y
cocartesianos.
Demostración.
Sean (A,αA), (B,αB), (C, αC) álgebras Hom-Leibniz y f : (A,αA) →
(B,αB) y g : (C, αC)→ (B,αB) homomorfismos de álgebras Hom-Leibniz.
El cuadrado cartesiano de f y g es el diagrama conmutativo
(P, αp)
f //
g

(C, αC)
g

(A,αA)
f // (B,αB)
en el que P = A ×B C = {(a, c) | f (a) = g (c)} y αP : P → P está defi-
nido por αP (a, c) = (αA(a), αC(c)), para todo a ∈ A, c ∈ C y f, g son las
correspondientes proyecciones.
Verificamos a continuación que (P, αP ) es un álgebra Hom-Leibniz que
satisface las condiciones del cuadrado cartesiano.
En primer lugar, el corchete en P dado por [(a, c), (a′, c′)] = ([a, a′], [c, c′])
está bien definido, ya que f [a, a′] = [f(a), f(a′)] = [g(c), g(c′)] = g[c, c′].
La aplicación αp : P → P está bien definida, ya que f(αA (a)) = αB (f(a)) =
αB (g(c)) = g(αC (c)),
y conserva el corchete, ya que
αP [(a, c), (a
′, c′)] = αP ([a, a′], [c, c′]) = (αA[a, a′], αC [c, c′]) =
([αA(a), αA(a
′)], [αC(c), αC(c′)]) = [(αA(a), αC(c)), (αA(a′), αC(c′))] =
[αP (a, c), αP (a
′, c′)].
Finalmente, comprobamos que se verifica la identidad Hom-Leibniz:
[αP (a, c) , [(a
′, c′) , (a′′, c′′)]]− [[(a, c) , (a′, c′)] , αP (a′′, c′′)] +
[[(a, c) , (a′′, c′′)] , αP (a′, c′)] =
[(αA (a) , αC (c)) , ([a
′, a′′] , [c′, c′′])]− [([a, a′] , [c, c′]) , (αA (a′′) , αC (c′′))] +
[([a, a′′], [c, c′′]), (αA (a′) , αC (c′))] =
([αA (a) , [a
′, a′′]] , [αC (c) , [c′, c′′]])− ([[a, a′] , αA (a′′)] , [[c, c′] , αC (c′′)]) +
([[a, a′′] , αA (a′)] , [[c, c′′] , αC (c′)]) = 0
Por último, comprobamos que se satisfacen las propiedades del cuadrado
cartesiano:
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f · g (a, c) = f(a) = g(c) = g · f(a, c).
Propiedad universal: sean s : (P ′, αP ′)→ (A,αA) y t : (P ′, αP ′)→ (C, αC)
homomorfismos de álgebras Hom-Leibniz tales que f · s = g · t. Definimos
γ : P ′ → P por γ(x) = (s(x), t(x)), x ∈ P ′. Veamos que se satisfacen las
propiedades requeridas:
γ está bien definida, ya que f · s(x) = g · t(x), x ∈ P ′, lo que significa que
(s(x), t(x)) ∈ P .
γ·αP ′ (x) = (s(αP ′ (x)), t(αP ′ (x))) = (αA (s (x)) , αC (s (x))) = αP (s(x), t(x))
= αP · γ (x) .
γ conserva el corchete: γ [x, y] = (s [x, y] , t [x, y]) = ([s(x), s(y)] , [t(x), t(y)]) =
[(s(x), t(x)) , (s(y), t(y))]) = [γ (x) , γ (y)] .
g · γ (x) = g (s(x), t(x)) = s(x); f · γ (x) = f (s(x), t(x)) = t(x).
γ es único, pues si hay otro γ′ satisfaciendo la mismas condiciones entonces,
f ·γ = t = f ·γ′ y g ·γ = s = g ·γ′ por lo que, f ·(γ − γ′) = 0 y g ·(γ − γ′) = 0,
es decir, γ − γ′ ∈ Ker(f) ∩Ker(g) = 0.
Para construir el cuadrado cocartesiano de las álgebras Hom-Leibniz
(A,αA), (B,αB) y (C, αC) y de los homomorfismos de álgebras Hom-Leibniz
f : (A,αA) → (B,αB) y g : (A,αA) → (C, αC), realizamos la suma amalga-
mada de (B,αB) y (C, αC) sobre (A,αA), es decir, consideremos el siguiente
diagrama de Hom-espacios vectoriales
(A,αA)
f //
g

(B,αB)
iB

g?

(
I, αB⊕C|
)
((
((
(B ⊕ C, αB⊕C)
pi
'' ''
(C, αC)
f? //
iC
33
(V, αV )
en el que V = B ⊕ C/I, con I = 〈{(f(a),−g(a)) , a ∈ A}〉, y αV : V → V
está dada por αV ((b, c) + I) = (αB (b) , αC (c)) + I.
Dado que αB⊕C (f(a),−g(a)) = (αB (f(a)) ,−αC (g(a))) = (f (αA (a)) ,
−g (αA (a))) ∈ I entonces αV está bien definida. Además αV es una aplicación
lineal por serlo αB y αC .
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Ahora olvidamos toda la estructura hasta Hom-Set y tomamos el álge-
bra Hom-Leibniz libre Fr (V, αV ) sobre el Hom-conjunto (V, αV ). Sea i :
(V, αV )→ Fr (V, αV ), entonces F = i·f ? y G = i·g? verifican que G·f = F ·g.
Consideremos J el Hom-ideal bilátero de Fr (V, αV ) generado por,
[(b, 0) , (b′, 0)]− ([b, b′] , 0) , b, b′ ∈ B,
[(0, c) , (0, c′)]− (0, [c, c′]) , c, c′ ∈ C,
Entonces A = Fr (V, αV ) /J es el cuadrado cocartesiano. En efecto, veamos
que este objeto satisface la propiedad universal.
Sea (X,αX) un álgebra Hom-Leibniz y sean h1 : (B,αB) → (X,αX) y
h2 : (C, αC) → (X,αX) homomorfismos de álgebras Hom-Leibniz tales que
h1 · f = h2 · g.
Por la propiedad universal de la suma directa, existe ϕ : (B ⊕ C, αB⊕C)
→ (X,αX) tal que ϕ · iB = h1 y ϕ · iC = h2. Además ϕ (I) = 0, ya que
ϕ (f(a),−g(a)) = ϕ · iB ·f(a)−ϕ · iC ·g(a) = h1 ·f(a)−h2 ·g(a) = 0. Entonces
existe ϕ : (V, αV ) → (X,αX) tal que ϕ · pi = ϕ. Por la propiedad universal
del álgebra libre, existe w : Fr (V, αV )→ (X,αX) tal que w · i = ϕ. Además
w (J) = 0, pues es un homomorfismo que conserva el producto corchete,
por lo tanto existe w : Fr (V, αV ) /J → (X,αX) que extiende a w, es decir,
w · pr = w, siendo pr la proyección canónica. Esta w satisface la propiedad
universal, ya que
w · pr · i · pi · iB = ϕ · pi · iB = ϕ · iB = h1.
w · pr · i · pi · iC = ϕ · pi · iC = ϕ · iC = h2. 2
Proposición 2.3.15 La categoría Hom-Leib tiene productos y coproductos
finitos.
Demostración. Sean (A,αA) y (B,αB) álgebras Hom-Leibniz. Definimos su
producto (A,αA)× (B,αB) como el álgebra Hom-Leibniz (A× B,αA×B) en
la que el producto corchete se hace componente a componente y el endomor-
fismo αA×B está dado por αA×B (a, b) = (αA (a) , αB (b)).
Las proyecciones canónicas piA : (A × B,αA×B) → (A,αA), dada por
piA(a, b) = a, y piB : (A × B,αA×B) → (B,αB), dada por piB(a, b) = b, son
homomorfismos de álgebras Hom-Leibniz.
Por último comprobamos que se satisface la propiedad universal: sean
f : (X,αX) → (A,αA) y g : (X,αX) → (B,αB) homomorfismos de álgebras
Hom-Leibniz. Definiendo ϕ : X → A × B por ϕ(x) = (f(x), g(x)) , x ∈ X,
entonces las propiedades necesarias del producto son satisfechas:
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ϕ conserva el producto corchete:
ϕ [x, y] = (f [x, y] , g [x, y]) = ([f(x), f(y)] , [g(x), g(y)]) =
[(f(x), g(x)) , (f(y), g(y))] = [ϕ (x) , ϕ (y)].
ϕ (αX (x)) = (f (αX (x)) , g (αX (x))) = (αA (f(x)) , αB (g(x))) =
αA×B (f(x), g(x)) = αA×B (ϕ (x)).
piA · ϕ (x) = piA (f(x), g(x)) = f(x); piB · ϕ (x) = piB (f(x), g(x)) = g(x).
ϕ es único:
si existen dos homomorfismos ϕ1 y ϕ2 satisfaciendo las mismas condiciones,
entonces piA·ϕ1 (x) = f(x) = piA·ϕ2 (x), por lo que ϕ1 (x)−ϕ2 (x) ∈ Ker (piA).
Con el mismo argumento se verifica que ϕ1 (x) − ϕ2 (x) ∈ Ker (piB). En
consecuencia, ϕ1 (x)− ϕ2 (x) ∈ Ker (piA) ∩Ker (piB) = (0, 0).
El coproducto de dos álgebras Hom-Leibniz (A,αA) y (B,αB) es su cua-
drado cocartesiano sobre el álgebra Hom-Leibniz (0, α0). En efecto, el cua-
drado siguiente satisface las propiedades del coproducto:
(0, α0)
ϕ2 //
ϕ1

(B,αB)
iB
 g

(A,αA)
iA //
f --
(A,αA)
∐
(B,αB)
∃!h
((
(Y, αY )
Sean los homomorfismos f : (A,αA) → (Y, αY ) y g : (B,αB) → (Y, αY ).
Evidentemente, f · ϕ1 = 0 = g · ϕ2, entonces, por la propiedad universal del
cuadrado cocartesiano, ∃!h : (A,αA)
∐
(B,αB) → (Y, αY ) tal que h · iA = f
y h · iB = g. 2
Definición 2.3.16 [1] Una categoría finitamente completa es una categoría
que admite todos los limites finitos.
Proposición 2.3.17 [1] Para una categoría C, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
a) C es finitamente completa.
b) C tiene igualadores y todos los productos finitos.
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c) C tiene igualadores, productos binarios y objeto final.
d) C tiene cuadrados cartesianos y objeto final.
Proposición 2.3.18 La categoría Hom-Leib es finitamente completa.
Demostración. Hom-Leib tiene cuadrados cartesianos por la Proposición 2.3.14
y objeto terminal por la Proposición 2.3.12. La Proposición 2.3.17 finaliza la
prueba. 2
Proposición 2.3.19 En la categoría Hom-Leib el par núcleo de un homo-
morfismo admite un coigualador.
Demostración. Sea
(R[f ], αA × αA)
f0 //
f1
// (A,αA)
f // (B,αB)
el par núcleo del homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz f : (A,αA) →
(B,αB). El cuadrado cocartesiano de f0 y f1 verifica las propiedades reque-
ridas. 2
Definición 2.3.20 [11] Sea C una categoría arbitraria. Un morfismo f :
A → B es un epimorfismo regular si es el coigualador de un par de aplica-
ciones.
Proposición 2.3.21 [11, Lema A.4.8] Sea C una categoría con limites fini-
tos. Cada epimorfismo regular es el coigualador de un par núcleo.
Proposición 2.3.22 En Hom-Leib los epimorfismos regulares son los homo-
morfismo sobreyectivo.
Demostración. Sea f : (A,αA) → (B,αB) un homomorfismo sobreyectivo.
Veamos que es un epimorfismo regular.
En efecto, sea (R[f ], αA×αA) su par núcleo y veamos que f es su coigua-
lador, es decir, que se satisfacen las propiedades:
Obviamente f · f0 = f · f1.
Dado un homomorfismo h : (A,αA) → (C, αC) tal que h · f0 = h · f1,
entonces existe ϕ : (B,αB) → (C, αC) definido de la forma siguiente: como
f es sobreyectivo, para cada b ∈ B, existe a ∈ A tal que f(a) = b; entonces
ϕ(b) = h(a).
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Evidentemente, ϕ ·f = h y además ϕ está definido de forma única, pues si
existiesen a1, a2 ∈ A tales que f(a1) = b = f(a2), entonces a1 − a2 ∈ Ker(f)
y (a1 − a2, 0) ∈ R[f ]. De aquí h · f0 (a1 − a2, 0) = h · f1 (a1 − a2, 0), es decir,
h (a1 − a2) = h(0), por lo que h (a1) = h (a2).
Por último, ϕ·αB = αC ·ϕ, pues para b ∈ B, existe a ∈ A tal que f(a) = b.
Además αB(b) = αB · f(a) = f · αA(a), por lo que ϕ · αB(b) = h · αA(a) =
αC · h(a) = αC · ϕ(b).
Para el recíproco, sea f : (A,αA) → (B,αB) un epimorfismo regular,
entonces es el coigualador de un par de morfismos, por construcción del
coigualador (ver Proposición 2.3.13) B es isomorfo al cociente de A por un
ideal y f es la proyección canónica, por lo tanto es sobreyectiva. 2
Proposición 2.3.23 En Hom-Leib, el cuadrado cartesiano de un homomor-
fismo sobreyectivo (epimorfismo regular) sobre un morfismo es un homomor-
fismo sobreyectivo.
Demostración. Sea f : (A,αA) → (B,αB) un homomorfismo sobreyectivo y
g : (C, αC) → (B,αB) un homomorfismo. Consideremos el cuadrado carte-
siano
(P, αP )
f //
g

(C, αC)
g

(A,αA)
f // (B,αB)
f : P = A×B C → C está dado por f(a, c) = c, a ∈ A, c ∈ C.
Para c ∈ C, g(c) ∈ B, entonces existe a ∈ A | f(a) = g(c), por lo que
(a, c) ∈ P y f(a, c) = c. 2
Definición 2.3.24 [11] Una categoría C es regular si:
a) Es finitamente completa.
b) El par núcleo de un morfismo admite un coigualador.
c) El cuadrado cartesiano de un epimorfismo regular sobre un morfismo
es un epimorfismo regular.
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Proposición 2.3.25 La categoría Hom-Leib es regular.
Demostración.
Hom-Leib es finitamente completa por la Proposición 2.3.18.
La segunda condición está probada en la Proposición 2.3.19.
La tercera condición está probada en la Proposición 2.3.23. 2
Definición 2.3.26 [9] Por una relación de equivalencia sobre un objeto A de
una categoría C se entiende una relación (R, r1, r2) sobre A tal que, para cada
objeto X ∈ C, la correspondiente relación RX sobre el conjunto Hom(X,A)
es una relación de equivalencia.
Definición 2.3.27 [10] Una relación de equivalencia (R, r1, r2) sobre un ob-
jeto A ∈ C se dice que es efectiva cuando el coigualdor q de (r1, r2) existe y
(r1, r2) es el par núcleo de q.
Proposición 2.3.28 En la categoría Hom-Leib todas las relaciones de equi-
valencia son efectivas.
Demostración. Sea R una relación de equivalencia sobre el álgebra Hom-
Leibniz (A,αA). Esto significa, debido a la compatibilidad de la relación
con la estructura algebraica, que R ⊆ A × A y que αR(R) ⊆ R, siendo
αR = (αA × αA)|.
Ahora es inmediato comprobar que q : A→ A/R, q(a) = a, es el coigua-
lador de (r1, r2).
Por otro lado, q(a) = q(a′) si, y sólo si, (a, a′) ∈ R, lo que significa que
(r1, r2) es el par núcleo de q. 2
Definición 2.3.29 [11] Una categoría C se dice que es Barr-exacta cuando:
a) C es regular.
b) Todas la relaciones de equivalencia en C son efectivas.
Proposición 2.3.30 La categoría Hom-Leib es Barr-exacta.
Demostración. Hom-Leib es regular por la Proposición 2.3.25 y todas las
relaciones de equivalencia en Hom-Leib son efectivas por la Proposición 2.3.28.
2
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Definición 2.3.31 [11] Sea C una categoría arbitraria. Un morfismo f :
A → B es un epimorfismo escindido cuando admite una sección, es decir,
cuando existe un morfismo s : B → A tal que f · s = idB
Definición 2.3.32 [11, Definition 3.1.1] Sea C una categoría con objeto ce-
ro. El lema de los cinco corto escindido se verifica en C cuando en un dia-
grama conmutativo como el siguiente:
0 // A // u //
a

B
p //
b

C
s
oo //
c

0
0 // A′ // v // B′
q // C ′
t
oo // 0
con b · u = v · a, c · p = q · b, b · s = t · c; p y q epimorfismos escindidos y
u = Ker(p) y v = Ker(q), si a y c son isomorfismos entonces b también es
un isomorfismo.
Definición 2.3.33 [11, Definition 3.1.3] Una categoría C es Bourn-protomo-
dular si:
a) C tiene cuadrados cartesianos de epimorfismos escindidos sobre cual-
quier flecha.
b) El lema de los cinco corto escindido se verifica en C.
Proposición 2.3.34 La categoría Hom-Leib es Bourn-protomodular.
Demostración. Para la condición a) de la Definición 2.3.33 basta con aplicar
la Proposición 2.3.23, teniendo en cuenta que la escisión se conserva en el
cuadrado cartesiano.
Para la condición b), puesto que la categoría Hom-Leib tiene objeto cero,
basta con comprobar que se verifica el lema de los cinco corto escindido. En
efecto, dado el siguiente diagrama de álgebras Hom-Leibniz,
0 // (A,αA)
u //
α

(B,αB)
p //
β

(C, αC) //
s
oo
γ

0
0 // (A′, αA′)
v // (B′, αB′)
q // (C ′, αC′) //
t
oo 0
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en el que v · α = β · u; q · β = γ · p; β · s = t · γ; p y q son epimorfismos
escindidos, y u = Ker(p), v = Ker(q).
Supongamos que α y γ son isomorfismos y veamos que entonces β también
es un isomorfismo. En efecto: sea b ∈ Ker β, entonces γ (p(b)) = q (β (b)) = 0,
por lo que p(b) = 0, ya que γ es un isomorfismo. De aquí, b−s·p(b) ∈ Ker p =
A, por lo que b = s · p(b) + u(a), con a ∈ A. Entonces 0 = β (b) = β (u(a)) =
v (α (a)). De aquí, α (a) = 0, o sea, a ∈ Ker α, lo que significa que a = 0,
pues α es inyectivo. En consecuencia b = 0 y, por tanto, β es inyectivo.
Sea b′ ∈ B′; q(b′) ∈ C ′ y como γ es un isomorfismo, existe c ∈ C tal que
γ (c) = c′ = q(b′); s(c) ∈ B y β (s(c)) = t (γ (c)) = t (q (b′)).
Por otro lado, b′−t·q (b′) ∈ Ker q = A′. Como α es un isomorfismo, existe
un único a ∈ A tal que b′ − t · q (b′) = α (a). Veamos que el elemento s(c) +
u(a) ∈ B es un antecedente de b′ mediante β. En efecto, β (s(c) + u(a)) =
t·q (b′)+v ·α (a) = t·q (b′)+b′−t·q (b′) = b′. En conclusión, β es sobreyectiva.
2
Definición 2.3.35 [11] Una categoría C se dice que es semi-abeliana cuan-
do:
a) C tiene objeto cero.
b) C es Barr-exacta.
c) C es Bourn-protomodular.
d) C admite coproductos binarios.
Teorema 2.3.36 La categoría Hom-Leib es semi-abeliana.
Demostración.
a) Por la Proposición 2.3.12, la categoría Hom-Leib tiene objeto cero.
b) Por la Proposición 2.3.30, la categoría Hom-Leib es Barr-exacta.
c) Por la Proposición 2.3.34, la categoría Hom-Leib es Bourn-protomodular.
d) Por la Proposición 2.3.15, la categoría Hom-Leib tiene coproductos finitos.
2
Definición 2.3.37 [11] Una categoría C se dice que es homológica cuando:
a) C tiene objeto cero.
b) C es regular.
c) C es Bourn-protomodular.
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Proposición 2.3.38 [11, Proposition 5.1.2] Toda categoría semi-abeliana es
homológica.
Como consecuencia del Teorema 2.3.36 y de la Proposición 2.3.38, sabe-
mos que los siguientes resultados se satisfacen en la categoría Hom-Leib:
• La factorización de un homomorfismo en épica y mónica.
• Todas las aplicaciones núcleo tienen un conúcleo y es el núcleo de ese
conúcleo.
• En el siguiente diagrama conmutativo, donde g es un homomorfismo
sobreyectivo:
(A,αA)
u //
f

(B,αB)
v //
g

(C, αC)
h

(1) (2)
(X,αX)
s // (Y, αY )
t // (Z, αZ)
si el rectángulo exterior y el cuadrado (1) son ambos cuadrados cartesianos,
entonces el cuadrado (2) también es cartesiano.
• Una sucesión de homomorfismos 0→ (K,αK) k→ (A,αA) q→ (Q,αQ)→
0 se dice que es una sucesión exacta corta cuando k = Ker(q) y q = Coker(k).
Equivalentemente, cuando k = Ker(q) y q es un homomorfismo sobreyectivo.
• Un homomorfismo f : (A,αA)→ (B,αB) es un homomorfismo inyectivo
cuando la sucesión 0 i→ (A,αA) f→ (B,αB) es exacta.
K = Ker(f) cuando la sucesión 0 i→ (K,αK) k→ (A,αA) f→ (B,αB) es
exacta.
Un homomorfismo f : (A,αA)→ (B,αB) es un homomorfismo sobreyec-
tivo cuando la siguiente sucesión (A,αA)
f→ (B,αB) j→ 0 es exacta.
q = Coker(f) cuando la sucesión (A,αA)
f→ (B,αB) q→ (Q,αQ) j→ 0 es
exacta.
• El Lema de los tres o Lema de los cinco corto (ver Proposición 2.3.34).
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• El Lema de los nueve: considerando el diagrama conmutativo de álgebras
Hom-Leibniz
0

0

0

0 // (K ′′, αK′′)
χ′′ //
u′

(X ′′, αX′′)
f ′′ //
v′

(Y ′′, αY ′′) //
w′

0
0 // (K ′, αK′)
χ′ //
u

(X ′, αX′)
f ′ //
v

(Y ′, αY ′) //
w

0
0 // (K,αK)
χ //

(X,αX)
f //

(Y, αY ) //

0
0 0 0
donde las líneas horizontales son sucesiones exactas cortas y v · v′ = 0. Si dos
columnas son sucesiones exactas cortas, entonces el tercera columna también
es una sucesión exacta corta.
• Primer teorema del isomorfismo de Noether: sean (H,αH)  (G,αG) y
(K,αK) (G,αG), con (H,αH) ⊆ (K,αK). Entonces,
((G,αG)/(H,αH)) / ((K,αK)/(H,αH)) ∼= (G,αG)/(K,αK)
• Segundo teorema del isomorfismo de Noether: sean (H,αH)  (G,αG)
y (K,αK) (G,αG). Entonces,
 Existe el supremo (H,αH) + (K,αK) en el conjunto parcialmente orde-
nado de subálgebras de (G,αG).
 (H,αH)∩(K,αK) es un Hom-ideal bilátero de (H,αH), (K,αK), (H,αH)+
(K,αK) y (G,αG).
 (H,αH) y (K,αK) son Hom-ideales biláteros de (H,αH) + (K,αK).
 ((H,αH) + (K,αK)) /(K,αK) ∼= (H,αH)/ ((H,αH) ∩ (K,αK)).
 ((H,αH) + (K,αK)) / ((H,αH) ∩ (K,αK)) ∼=
(((H,αH) + (K,αK)) /(H,αH))× (((H,αH) + (K,αK)) /(K,αK)).
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• Teorema Chino: Si (H,αH) (G,αG) y (K,αK) (G,αG) son tales que
(H,αH) + (K,αK) = (G,αG), entonces
(G,αG)/ ((H,αH) ∩ (K,αK)) ∼= ((G,αG)/(H,αH))× ((G,αG)/(K,αK))
• El lema de la serpiente: considerando el siguiente diagrama, donde los
cuadrados son conmutativos y las sucesiones de flechas horizontales son exac-
tas
0 // (X,αX)
f //
u

(Y, αY )
g //
v

(Z, αZ) //
w

0
0 // (X ′, αX′)
f ′ // (Y ′, αY ′)
g′ // (Z ′, αZ′) // 0
entonces existe la sucesión exacta
0 // Ker(u)
f| // Ker(v)
g| // Ker(w)
θ
// Coker(u)
f ′∗ // Coker(v)
g′∗ // Coker(w) // 0
2.3.3. La subcategoría de Birkhoff Hom-Lie
Objetos libres en la categoría Hom-Lie
La construcción que se presenta aquí es la generalización de la construc-
ción del álgebra de Lie libre sobre un conjunto dada en [72]. Una construcción
alternativa está hecha en [77].
Con las definiciones y resultados de la Subsección 2.3.1, para un Hom-
conjunto (X,αX), sea (AX , αA) el Hom-álgebra no asociativa libre sobre
(X,αX) y consideremos I el ideal bilátero de (AX , αA) generado por los
elementos de la forma:
a) ab+ ba, a, b ∈ AX .
b) J (a, b, c) = αA (a) (bc) + αA (c) (ab) + αA (b) (ca) , a, b, c ∈ AX .
Definición 2.3.39 El álgebra cociente (AX/I, αA) se llama álgebra Hom-Lie
libre sobre el Hom-conjunto (X,αX).
Se denotará por FLier (X,αX).
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Teorema 2.3.40 Sea (B,αB) un álgebra Hom-Lie y f : (X,αX)→ (B,αB)
una aplicación de Hom-conjuntos. Entonces existe un único homomorfismo
de álgebras Hom-Lie F : FLier (X,αX)→ (B,αB) que se extiende a f .
Demostración. Por el Teorema 2.3.6 y considerando (B,αB) únicamente con
la estructura subyacente de Hom-álgebra, existe un único homomorfismo de
álgebras f ′ : (AX , αA) → (B,αB) tal que f ′ · i = f , siendo i : (X,αX) →
(AX , αA) la inclusión canónica.
El homomorfismo f ′ se anula sobre el ideal I. En efecto:
f ′ (ab+ ba) = f ′ (ab) + f ′ (ba) = f ′ (a) f ′ (b) + f ′ (b) f ′ (a) .
f ′(J (a, b, c)) = f ′(αA (a) (bc) + αA (c) (ab) + αA (b) (ca)) =
f ′ (αA (a)) (f ′ (b) f (′c))+f ′ (αA (c)) (f ′ (a) f ′ (b))+f ′ (αA (b)) (f ′ (c) f ′ (a)) =
αB (f
′ (a)) (f ′ (b) f (′c))+αB (f ′ (c)) (f ′ (a) f ′ (b))+αB (f ′ (b)) (f ′ (c) f ′ (a)) =
0.
Por la propiedad universal del núcleo, existe un homomorfismo de álgebras
Hom-Lie ϕ : (AX/I, αA)→ (B,αB) que extiende a f ′. 2
El Teorema 2.3.40 proporciona un par de funtores adjuntos
Hom− Set
FLier //
Hom− Lie
U
oo
FLier asigna a un Hom-conjunto (X,αX) el álgebra Hom-Lie libre FLier (X,αX)
= (AX/I, αA) y U asigna a un álgebra Hom-Lie (B,αB) el Hom-conjunto
consistente en olvidarse de las operaciones.
Nota 2.3.41 La construcción anterior con α = Id reproduce la construcción
del álgebra de Lie libre sobre un conjunto X dada en [72].
Subcategoría de Birkhoff
Definición 2.3.42 Sean C y C′ dos categorías. Se dice que la categoría C′
es una subcategoría incompleta de C si satisface las siguientes condiciones:
a) Ob(C′) ⊂ Ob(C).
b) MorfC′(X ′, Y ′) ⊂MorfC (X ′, Y ′), para todo X ′, Y ′ ∈ Ob(C′).
c) La composición de los morfismos α : X ′ → Y ′ y β : Y ′ → Z ′ coinciden
en C y C′.
d) Los morfismos identidad de X ∈ Ob(C) coinciden en C y C′.
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Además, siMorfC′(X ′, Y ′) = MorfC (X ′, Y ′), para todo X ′, Y ′ ∈ Ob(C′),
entonces se dice que C′ es una subcategoría plena de C.
Definición 2.3.43 Sean C′ una subcategoría plena de C y A un objeto de C.
Un morfismo reflector de A en C′ es un morfismo rA : A→ R(A) de A en un
objeto R(A) de C′ tal que, para cada morfismo f : A→ B de A en un objeto
B de C′, existe un único morfismo f : R(A) → B en C′ tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:
A
rA //
f ""
R(A)
f

B
El objeto R(A) se llama un reflejo de A en C′.
La subcategoría C′ se dice que es reflectiva cuando todo objeto de C posee
un morfismo reflector en C′.
Definición 2.3.44 [47] Sea C una categoría exacta. Una subcategoría de
Birkhoff C′ de una categoría C es una subcategoría que es plena, reflectiva y
que es cerrada para subobjetos y cocientes regulares.
Lema 2.3.45 La categoría Hom-Leib es una categoría exacta.
Demostración. Es finitamente completa por 2.3.18; cada morfismo de álgebras
Hom-Leibniz f : (A,αA) → (B,αB) se factoriza a través de (Im(f), αB|)
mediante el homomorfismo sobreyectivo p : (A,αA) → (Im(f), αB|), p(x) =
f(x) y el homomorfismo inyectivo i : (Im(f), αB|)→ (B,αB), i(f(x)) = f(x);
las propiedades restantes de exactitud están dadas en las Proposiciones 2.3.23
y 2.3.28. 2
Proposición 2.3.46 La categoría Hom-Lie es una subcategoría de Birkhoff
de la categoría Hom-Leib.
Demostración.
Hom-Leib es exacta por el Lema 2.3.45.
Hom-Lie es una subcategoría plena de Hom-Leib ya que todas las álge-
bras Hom-Lie también son álgebras Hom-Leibniz y todos los homomorfismos
entre álgebras Hom-Lie coinciden con los correspondientes homomorfismos
considerados como álgebras Hom-Leibniz.
Hom-Lie es reflectiva por el Ejemplo 2.1.3 b).
Hom-Lie es cerrada para subobjetos y objetos cocientes por la Definición
1.1.5. 2
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2.4. Homología de álgebras Hom-Leibniz
En esta sección introducimos las nociones de Hom-(co)-representación,
que son los coeficientes adecuados para la construcción de complejos de
(co)cadenas a partir de los cuales se definen los K-espacios vectoriales de
(co)homología de un álgebra Hom-Leibniz con coeficientes en una Hom-(co)-
representación y obtendremos la interpretación de los K-espacios vectoriales
de homolgía en dimensiones bajas. También estableceremos relaciones en-
tre la homología Hom-Leibniz y la homología Hom-Lie, generalizando las
correspondientes relaciones entre las homologías de Leibniz y de Chevalley-
Eilenberg en [57].
2.4.1. Acciones entre álgebras Hom-Leibniz
Definición 2.4.1 Sea (L, αL) un álgebra Hom-Leibniz. Una Hom-represen-
tación de (L, αL) es un K-espacio vectorial M junto con dos aplicaciones
bilineales λ : L ⊗M → M,λ(l ⊗m) = l m, y ρ : M ⊗ L → M,ρ(m ⊗ l) =
m  l, y una aplicación K-lineal αM : M → M satisfaciendo las siguientes
identidades:
a) αM(m)  [x, y] = (m  x)  αL(y)− (m  y)  αL(x).
b) αL(x)  (m  y) = (x m)  αL(y)− [x, y]  αM(m).
c) αL(x)  (y m) = [x, y]  αM(m)− (x m)  αL(y).
d) αM(x m) = αL(x)  αM(m).
e) αM(m  x) = αM(m)  αL(x),
para todo x, y ∈ L y m ∈M .
De la segunda y tercera identidades anteriores se deriva inmediatamente
la siguiente identidad:
αL(x)  (m  y) + αL(x)  (y m) = 0 (2.2)
Ejemplo 2.4.2
a) Sea M una representación del álgebra de Leibniz L [57]. Entonces
(M, IdM) es una Hom-representación del álgebra Hom-Leibniz (L, IdL).
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b) Una sucesión abeliana de álgebras Hom-Leibniz es una sucesión exacta
de álgebras Hom-Leibniz 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0,
donde (M,αM) es un álgebra Hom-Leibniz abeliana, αK · i = i · αM y
pi · αK = αL · pi.
Una sucesión abeliana induce una estructura de Hom-representación de
(L, αL) sobre (M,αM) por medio de las acciones dadas por λ : L⊗M →
M,λ(l,m) = [k,m], y ρ : M ⊗ L→M,ρ(m, l) = [m, k], pi(k) = l.
c) Un álgebra Hom-Leibniz (L, αL) tiene una estructura de Hom-represen-
tación sobre si misma dada por medio del corchete usual.
Definición 2.4.3 Sean (L, αL) y (M,αM) álgebras Hom-Leibniz. Una Hom-
acción (por la derecha) de (L, αL) sobre (M,αM) consiste en dos aplicaciones
bilineales, λ : L⊗M →M , λ (l ⊗m) = l m y ρ : M ⊗L→M , ρ (m⊗ l) =
m  l, satisfaciendo las siguientes identidades:
a) αM (m)  [x, y] = (m  x)  αL (y)− (m  y)  αL (x) .
b) αL (x)  (m  y) = (x m)  αL (y)− [x, y]  αM (m) .
c) αL (x)  (y m) = [x, y]  αM (m)− (x m)  αL (y) .
d) αL (x)  [m,m′] = [x m,αM (m′)]− [x m′, αM (m)] .
e) [αM (m) ,m′  x] = [m,m′]  αL (x)− [m  x, αM (m′)] .
f) [αM (m) , x m′] = [m  x, αM (m′)]− [m,m′]  αL (x) .
g) αM (x m) = αL (x)  αM (m) .
h) αM (m  x) = αM (m)  αL (x) ,
para todo x, y ∈ L y m,m′ ∈M .
De forma análoga se define el concepto de Hom-acción por la izquierda.
Ejemplo 2.4.4
a) Una Hom-representación (Definición 2.4.1) es una Hom-acción en la
que (M,αM) un álgebra Hom-Leibniz abeliana.
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b) Sea (K,αK) una subálgebra Hom-Leibniz de un álgebra Hom-Leibniz
(L, [−,−] , αL) (incluso (K,αK) = (L, αL)) y (H,αH) un Hom-ideal
bilátero de (L, αL). Existe una Hom-acción de (K,αK) sobre (H,αH)
dada por el corchete en (L, [−,−] , αL) .
c) Sean L y M álgebras de Leibniz tal que existe una acción de L sobre
M , entonces hay una Hom-acción obvia de (L, IdL) sobre (M, IdM).
Definición 2.4.5 Sea (L, αL) un álgebra Hom-Leibniz. Una Hom-co-repre-
sentación de (L, αL) es un K-espacio vectorial M junto con dos aplicaciones
bilineales λ : L ⊗M → M,λ(l ⊗m) = l m, y ρ : M ⊗ L → M,ρ(m ⊗ l) =
m  l, y una aplicación K-lineal αM : M → M satisfaciendo las siguientes
identidades:
a) [x, y]  αM(m) = αL(x)  (y m)− αL(y)  (x m).
b) αL(y)  (m  x) = (y m)  αL(x)− αM(m)  [x, y].
c) (m  x)  αL(y) = αM(m)  [x, y]− (y m)  αL(x).
d) αM(x m) = αL(x)  αM(m).
e) αM(m  x) = αM(m)  αL(x),
para todo x, y ∈ L y m ∈M .
Desde las identidades segunda y tercera anteriores se sigue directamente
que:
αL(y)  (m  x) + (m  x)  αL(y) = 0 (2.3)
Ejemplo 2.4.6
a) Sea M una co-representación del álgebra de Leibniz L [57]. Enton-
ces (M, IdM) es una Hom-co-representación del álgebra Hom-Leibniz
(L, IdL).
b) Cada álgebra Hom-Leibniz (L, [−,−], αL) tiene una estructura de Hom-
co-representación sobre si misma dada por las acciones
x m = −[m,x]; m  y = [m, y]
con x ∈ L y m es un elemento del K-espacio vectorial subyacente a L.
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c) Una Hom-co-representación de (L, αL) sobre (M,αM) es una Hom-
acción a la izquierda de (L, αL) sobre (M,αM) en la que (M,αM) es
un álgebra Hom-Leibniz abeliana.
Proposición 2.4.7 Las categorías de Hom-representaciones y Hom-co-repre-
sentaciones de álgebras Hom-Leibniz son isomorfas en el siguiente sentido:
sea una Hom-representación (M,αM) de un álgebra Hom-Leibniz (L, αL),
entonces las dos nuevas acciones de (L, αL) sobre (M,αM) dadas por
x ◦m = −m  x
m ◦ x = x m+m  x
para todo x ∈ L,m ∈ M , definen una estructura de Hom-co-representación
de (L, αL) sobre (M,αM).
Recíprocamente, sea (M,αM) una Hom-co-representación de un álgebra
Hom-Leibniz (L, αL), entonces las nuevas acciones de (L, αL) sobre (M,αM)
dadas por
m ◦ x = −x m
x ◦m = x m+m  x
para todo x ∈ L,m ∈ M , definen una estructura de Hom-representación de
(L, αL) sobre (M,αM).
Demostración.
a)
[x, y] ◦ αM (m)− αL (x) ◦ (y ◦m) + αL (y) ◦ (x ◦m) =
−αM (m)  [x, y]− (m  y)  αL (x) + (m  x)  αL (y) = 0.
b)
αL (y) ◦ (m ◦ x)− (y ◦m) ◦ αL (x) + αM (m) ◦ [x, y] =
− (x m+m  x) αL (y) +αL (x)  (m  y) + (m  y) αL (x) + [x, y] αM (m) +
αM (m)  [x, y] =
αM (m)  [x, y]− (m  x)  αL (y) + (m  y)  αL (x) + [x, y]  αM (m)−
(x m)  αL (y) + αL (x)  (m  y) = 0.
c)
(m ◦ x) ◦ αL (y)− αM (m) ◦ [x, y] + (y ◦m) ◦ αL (x) = 0.
αL (y)  (x m+m  x) + (x m+m  x)  αL (y)− αM (m)  [x, y]−
[x, y]  αM (m)− (m  y)  αL(x)− αL(x)  (m  y) = 0.
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d)
αM (x ◦m)− αL (x) ◦ αM (m) = αM (−m  x) + αM (m)  αL (x) = 0.
e)
αM (m ◦ x)− αM (m) ◦ αL (x) = αM (x m+m  x)− αL (x)  αM (m)−
αM (m)  αL (x) = 0.
El inverso se prueba de la misma forma. 2
Si consideramos las álgebras de Leibniz como álgebras Hom-Leibniz como
en el Ejemplo 2.4.2 a) y 2.4.6 a), entonces la Proposición 2.4.7 reproduce el
Corolario 1.4 en [53].
Definición 2.4.8 Una Hom-(co-)representación (M,αM) de un álgebra Hom-
Leibniz (L, αL) se dice que es simétrica cuando
x m+m  x = 0 (2.4)
para todo x ∈ L,m ∈M .
En el caso de una Hom-(co-)representación simétrica, las Definiciones
2.4.1 y 2.4.5 son equivalentes como muestra el siguiente resultado.
Proposición 2.4.9 Sea (M,αM) una Hom-representación simétrica de un
álgebra Hom-Leibniz (L, αL), entonces también es una Hom-co-representación
simétrica y viceversa.
Demostración. Es suficiente con escribir los axiomas correspondientes con
respecto a las acciones l◦m := l m y m◦ l := −l m, para todo l ∈ L,m ∈M.
2
Ahora introducimos la noción de producto semi-directo y estableceremos
su relación con las derivaciones.
Definición 2.4.10 Sean (M,αM) y (L, αL) álgebras Hom-Leibniz tales que
existe una Hom-acción de (L, αL) sobre (M,αM).
Su producto semi-directo (M o L, α˜) es el álgebra Hom-Leibniz con K-
espacio vectorial subyacente M⊕L, endomorfismo α˜ : MoL→MoL dado
por α˜ (m, l) = (αM (m) , αL (l)) y corchete dado por
[(m1, l1) , (m2, l2)] = ([m1,m2] + αL (l1) m2 +m1  αL (l2) , [l1, l2]) .
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Sea (M,αM) una Hom-representación de un álgebra Hom-Leibniz (L, αL),
entonces podemos construir la sucesión abeliana
0→ (M,αM) i→ (M o L, α˜) pi→ (L, αL)→ 0 (2.5)
en la que i : M → M o L, i(m) = (m, 0) , y pi : M o L → L, pi (m, l) = l.
Además, esta sucesión escinde por σ : L → M o L, σ(l) = (0, l) , esto es, σ
satisface pi · σ = IdL y α˜ · σ = σ · αL.
Definición 2.4.11 Sea (M,αM) una Hom-representación de un álgebra Hom-
Leibniz (L, αL). Una derivación de (L, αL) sobre (M,αM) es una aplicación
K-lineal d : L→M satisfaciendo:
a) d [l1, l2] = αL (l1)  d (l2) + d (l1)  αL (l2).
b) d · αL = αM · d,
para todo l1, l2 ∈ L.
Ejemplo 2.4.12
La aplicación lineal θ : M o L → M, θ(m, l) = m, es una derivación,
donde (M,αM) es una Hom-representación de (M o L, α˜) vía pi.
Proposición 2.4.13 Sea (M,αM) una Hom-representación de un álgebra
Hom-Leibniz (L, αL). Para cada homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz f :
(X,αX) → (L, αL) y cada f -derivación d : (X,αX) → (M,αM) existe un
único homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz h : (X,αX)→ (M o L, α˜), tal
que el siguiente diagrama es conmutativo
(X,αX)
f
&&
h

d
ww
(M,αM)
i // (M o L, α˜)
θ
nn
pi // (L, αL)
Recíprocamente, cada homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz h : (X,αX)→
(M o L, α˜), determina un homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz f = pi ·h :
(X,αX) → (L, αL) y una f -derivación d = θ · h : (X,αX)→ (M,αM).
Demostración. Basta con adaptar los cálculos de la demostración de la Pro-
posición 1.3.11. 2
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Corolario 2.4.14 El conjunto de derivaciones de (L, αL) en (M,αM) está
en correspondencia uno a uno con el conjunto de homomorfismos de álgebras
Hom-Leibniz h : (L, αL)→ (M o L, α˜) tales que pi · h = IdL.
Definición 2.4.15 Sean (M,αM) y (L, αL) álgebras Hom-Leibniz tales que
hay una Hom-acción de (L, αL) sobre (M,αM). Decimos que dos extensio-
nes de (L, αL) por (M,αM), 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 y
0 → (M,αM) i
′→ (K ′, αK′) pi
′→ (L, αL) → 0, son equivalentes si existe un
homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz ϕ : (K,αK) → (K ′, αK′) haciendo
el siguiente diagrama conmutativo:
0 // (M,αM)
i // (K,αK)
ϕ

pi // (L, αL) // 0
0 // (M,αM)
i′ // (K ′, αK′)
pi′ // (L, αL) // 0
Lema 2.4.16 Sean (C, IdC) y (A,αA) álgebras Hom-Leibniz tal que existe
una Hom-acción de (C, IdC) sobre (A,αA).
Una extensión de álgebras Hom-Leibniz 0 → (A,αA) i→ (B,αB) pi→
(C, IdC) → 0 es escindida si, y solamente si, es equivalente a la extensión
0→ (A,αA) j→ (Ao C, α˜) p→ (C, IdC)→ 0.
Demostración. Supongamos que 0 → (A,αA) i→ (B,αB) pi→ (C, IdC) → 0
es escindida por s : (C, IdC) → (B,αB). Entonces hay una Hom-acción de
(C, IdC) sobre (A,αA) dada por
c  a = [s(c), i(a)] ; a  c = [i(a), s(c)]
En efecto:
a)
αA (a)  [c, c′]− (a  c)  IdC (c′) + (a  c′)  IdC (c) =
[i (αA (a)) , s [c, c
′]]− [i [i(a), s(c)] , s (c′)] + [i [i(a), s(c′)] , s (c)] =
[αB (i(a)) , [s(c), s(c
′)]]−[[i(a), s(c)] , αB (s (c′))]+[[i(a), s(c′)] , αB (s (c))] = 0.
b)
IdC (c)  (a  c′)− (c  a)  IdC (c′) + [c, c′]  αA (a) =
[s (c) , i [i(a), s(c′)]]− [[s(c), i(a)] , s (c′)] + [s [c, c′] , i (αA (a))] =
[αB (s (c)) , [i(a), s(c
′)]]− [[s(c), i(a)] , αB (s (c′))] + [[s (c) , s (c′)] , αB (i (a))] =
0.
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c)
IdC (c)  (c′  a)− [c, c′]  αA (a) + (c  a)  IdC (c′) =
[s (c) , i [s (c′) , i (a)]]− [s [c, c′] , i (αA (a))] + [i [s (c) , i (a)] , s (c′)] =
[αB (s (c)) , [s (c
′) , i (a)]]−[[s (c) , s (c′)] , αB (i (a))]+[[s (c) , i (a)] , αB (s (c′))] =
0.
d)
IdC (c)  [a, a′]− [c  a, αA (a′)] + [c  a′, αA (a)] =
[s (c) , i [a, a′]]− [[s (c) , i (a)] , αA (a′)] + [[s (c) , i (a′)] , αA (a)] =
[αB (s (c)) , [i (a) , i (a
′)]]− [[s (c) , i (a)] , αA (a′)] + [[s (c) , i (a′)] , αA (a)] =
[αB (s (c)) , [i (a) , i (a
′)]]−[[s (c) , i (a)] , αB (i(a′))]+[[s (c) , i (a′)] , αB (i(a))] =
0.
e)
[αA (a) , a
′  c]− [a, a′]  IdC (c) + [a  c, αA (a′)] =
[αA (a) , [i (a
′) , s (c)]]− [i [a, a′] , s (c)] + [[i (a) , s (c)] , αA (a′)] =
[αB (i(a)) , [i (a
′) , s (c)]]−[[i (a) , i (a′)] , αB (s (c))]+[[i (a) , s (c)] , αB (i(a′))] =
0.
f)
[αA (a) , c  a′]− [a  c, αA (a′)] + [a, a′]  IdC (c) =
[αA (a) , [s (c) , i (a
′)]]− [[i (a) , s (c)] , αA (a′)]− [[i (a) , i (a′)] , s (c)] =
[αB (i(a)) , [s (c) , i (a
′)]]−[[i (a) , s (c)] , αB (i(a′))]−[[i (a) , i (a′)] , αB (s (c))] =
0.
g)
αA (c  a)− IdC (c)  αA (a) = αA [s (c) , i (a)]− [s (c) , i (αA (a))] =
[αA (s (c)) , αA (i (a))]− [αB (s (c)) , αB (i(a))] =
[αB (s (c)) , αB (i(a))]− [αB (s (c)) , αB (i(a))] = 0.
h)
αA (a  c)− αA (a)  IdC (c) = αA [i (a) , s (c)]− [i (αA (a)) , s (c)] =
[αA (i (a)) , αA (s (c))]− [αB (i(a)) , αB (s (c))] =
[αB (i(a)) , αB (s (c))]− [αB (i(a)) , αB (s (c))] = 0.
Con esta Hom-acción de (C, IdC) sobre (A,αA) podemos construir la
extensión escindida del producto semi-directo del siguiente modo.
0 // (A,αA)
j // (Ao C, α˜)
p // (C, IdC) //
σ
oo 0
en la que j : A → A o C, j(a) = (a, 0), p : A o C → C, p(a, c) = c y
σ : C → Ao C, σ(c) = (0, c).
σ es una sección ya que:
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[σ (c) , σ (c′)] = [(0, c) , (0, c′)] = (0, [c, c′]) = σ [c, c′].
α˜ · σ (c) = α˜ (0, c) = (αA (0) , IdC (c)) = (0, c) = σ · IdC (c).
p · σ (c) = p (0, c) = c = IdC(C).
Además la Hom-acción de (C, IdC) sobre (A,αA) inducida por la exten-
sión del producto semi-directo coincide con la Hom-acción inicial:
c?a = [σ (c) , j(a)] = [(0, c) (a, 0)] = ([0, a] + IdC (c)  a+ 0  0, [c, 0]) = (ca, 0) ≡ ca
Finalmente, veamos que ambas extensiones son equivalentes. Para ello de-
finimos la aplicación ϕ : (Ao C, α˜) → (B,αB) por ϕ (a, c) = i(a) + s(c) y
comprobamos que es un homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz que hace
conmutativo el siguiente diagrama:
0 // (A,αA)
j // (Ao C, α˜)
p //
ϕ

(C, IdC) //
σ
oo 0
0 // (A,αA)
i // (B,αB)
pi // (C, IdC)
s
oo // 0
ϕ [(a, c) , (a′, c′)] = ϕ ([a, a′] + c  a′ + a  c′, [c, c′]) =
i ([a, a′] + c  a′ + a  c′) + s [c, c′] = i [a, a′] + i (c  a′) + i (a  c′) + s [c, c′] =
[i (a) , i (a′)] + [s (c) , i (a′)] + [i(a), s (c′)] + [s(c), s(c′)] =
[i(a) + s(c), i(a′) + s(c′)] = [ϕ (a, c) , ϕ (a′, c′)] .
ϕ · α˜(a, c) = ϕ (αA (a) , c) = i (αA (a)) + s (c) = αB (i(a)) + αB (s(c)) =
αB (i(a) + s(c)) = αB · ϕ (a, c) .
ϕ · j(a) = ϕ(a, 0) = i(a) + s(0) = i(a).
pi · ϕ(a, c) = pi (i(a) + s(c)) = pi · i(a) + pi · s(c) = c = p(a, c).
Para el recíproco, supongamos que la extensión 0 → (A,αA) i→ (B,αB)
pi→ (C, IdC) → 0 es equivalente a la extensión del producto semi-directo,
es decir, existe un homomorfismo ϕ : (Ao C, α˜) → (B,αB) haciendo el
diagrama anterior conmutativo. Entonces s : (C, IdC) → (B,αB) dado por
s(c) = ϕ (0, c), es un homomorfismo que escinde la extensión. En efecto:
s[c, c′] = ϕ(0, [c, c′]) = ϕ[(0, c), (0, c′)] = [ϕ(0, c), ϕ(0, c′)] = [s(c), s(c′)].
pi · s (c) = pi (ϕ (0, c)) = p(0, c) = c.
s · IdC(c) = ϕ(0, c) = ϕ · α˜(0, c) = αB · ϕ(0, c) = αB · s(c). 2
2.4.2. Homología de álgebras Hom-Leibniz
Sea (L, αL) un álgebra Hom-Leibniz y (M,αM) una Hom-co-representa-
ción de (L, αL). Denotemos el módulo de n-cadenas de (L, αL) con coeficientes
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en (M,αM) por CLαn(L,M) := M ⊗ L⊗n, n ≥ 0. Definimos la aplicación K-
lineal
dn : CL
α
n(L,M)→ CLαn−1(L,M)
por
dn(m⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = m  x1 ⊗ αL(x2)⊗ · · · ⊗ αL(xn)+
n∑
i=2
(−1)ixi m⊗ αL(x1)⊗ · · · ⊗ α̂L(xi)⊗ · · · ⊗ αL(xn)+
∑
1≤i<j≤n
(−1)j+1αM(m)⊗αL(x1)⊗· · ·⊗αL(xi−1)⊗[xi, xj]⊗· · ·⊗α̂L(xj)⊗· · ·⊗αL(xn)
A pesar de que en [19] se construye un complejo de cadenas, aunque
ligeramente diferente al que nosotros presentamos ambos son isomorfos, y se
prueba de forma directa que (CLαn (L,M) , dn) es un complejo de cadenas bien
definido, nosotros presentamos aquí una demostración alternativa mediante
el uso de unas fórmulas de Cartan generalizadas.
En primer lugar, definimos para todo y ∈ L y n ∈ N, dos aplicaciones
lineales,
θn (y) : CL
α
n (L,M)→ CLαn (L,M)
por
θn (y) (m⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = −y m⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xn) +
n∑
i=1
αM (m)⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL(xi−1)⊗ [xi, y]⊗ αL(xi+1)⊗ · · · ⊗ αL (xn)
e
in (αL(y)) : CL
α
n (L,M)→ CLαn+1 (L,M)
por
in (αL (y)) (m⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = (−1)nm⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ y
Proposición 2.4.17 (Fórmulas de Cartan generalizadas)
Se verifican las siguientes identidades:
a) dn+1 · in (αL (y)) + in−1 (α2L (y)) · dn = θn (y) , n ≥ 1.
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b) θn (αL (x)) ·θn (y)−θn (αL (y)) ·θn (x) = −θn ([x, y]) ·
(
αM ⊗ α⊗nL
)
, para
n ≥ 0.
c) θn (x)·in−1 (αL(y))−in−1 (α2L (y))·θn−1 (x) = in−1(αL([y, x]))·
(
αM ⊗ α⊗n−1L
)
,
para n ≥ 1.
d) θn−1 (αL (y)) · dn = dn · θn (y), para n ≥ 1.
e) dn · dn+1 = 0, n ≥ 1.
Demostración. Utilizaremos el método de inducción para probar las afirma-
ciones anteriores:
a) Para n = 1:
d2 · i1 (αL (y)) (m⊗ x1) + i0 (α2L (y)) · d1 (m⊗ x1) = d2 (−m⊗ x1 ⊗ y) +
i0 (α
2
L (y)) (m  x1) = −m  x1 ⊗ αL (y)− y m⊗ αL (x1) + αM (m)⊗ [x1, y] +
m  x1 ⊗ αL (y) = θ1 (y) (m⊗ x1) .
Para n = 2:
d3i2(αL(y))(m⊗x1⊗x2) + i1(α2L(y))d2(m⊗x1⊗x2) = d3(m⊗x1⊗x2⊗ y) +
i1(α
2
L(y))(m  x1 ⊗ αL(x2) + x2 m⊗ αL(x1)− αM(m)⊗ [x1, x2]) =
m x1⊗αL (x2)⊗αL (y)+x2 m⊗αL (x1)⊗αL (y)−y m⊗αL (x1)⊗αL (x2)−
αM (m)⊗ [x1, x2]⊗αL (y) +αM (m)⊗ [x1, y]⊗αL (x2) +αM (m)⊗αL (x1)⊗
[x2, y]−m  x1 ⊗ αL(x2)⊗ αL(y)− x2 m⊗ αL(x1)⊗ αL(y) + αM(m)⊗
[x1, x2]⊗ αL(y) = θ2 (y) (m⊗ x1 ⊗ x2).
Para n > 2 :
dn+1 ·in (αL (y)) (m⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn)+in−1 (α2L (y)) ·dn (m⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn) =
dn+1 ((−1)nm⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ y) + in−1 (α2L (y)) (m  x1 ⊗ αL(x2)⊗ · · ·⊗
αL(xn)) +
in−1 (α2L (y))
(
n∑
i=2
(−1)i xi m⊗ αL(x1)⊗ · · · ⊗ α̂L(xi)⊗ · · · ⊗ αL(xn)
)
+
in−1 (α2L (y))
( ∑
16i<j6n
(−1)j+1 αM (m)⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xi−1)⊗ [xi, xj]⊗
αL (xi+1)⊗ · · · ⊗ α̂L (xj)⊗ · · · ⊗ αL (xn)
)
=
(−1)nm  x1 ⊗ αL (x2)⊗ · · · ⊗ αL (xn)⊗ αL (y) +
n∑
i=2
(−1)i+n xi m⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ α̂L (xi)⊗ · · · ⊗ αL (xn)⊗ αL (y) +
(−1)2n+1 y m⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xn) +
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∑
16i<j6n
(−1)j+1+n αM (m)⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xi−1)⊗ [xi, xj]⊗ αL (xi+1)⊗
· · · ⊗ α̂L (xj)⊗ · · · ⊗ αL (xn)⊗ αL (y) +
n∑
i=1
(−1)2n+2 αM (m)⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xi−1)⊗ [xi, y]⊗ αL (xi+1)⊗ · · ·⊗
αL (xn) + (−1)n−1m  x1 ⊗ αL (x2)⊗ · · · ⊗ αL (xn)⊗ αL (y) +
n∑
i=2
(−1)i+n−1 xi m⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ α̂L (xi)⊗ · · · ⊗ αL (xn)⊗ αL (y) +
+
∑
16i<j6n
(−1)j+n αM (m)⊗αL (x1)⊗· · ·⊗αL (xi−1)⊗ [xi, xj]⊗αL (xi+1) · · ·⊗
α̂L (xj)⊗ · · · ⊗ αL (xn)⊗ αL (y) = (−1)2n+1 y m⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xn) +
n∑
i=1
(−1)2n+2 αM (m)⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xi−1)⊗ [xi, y]⊗ αL (xi+1)⊗ · · · ⊗
αL (xn) = θn (y) (m⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn) .
b) Para n = 0:
θ0 (αL (x)) · θ0 (y) (m)− θ0 (αL (y)) · θ0 (x) (m) = θ0 (αL (x)) (−y m)−
θ0 (αL (y)) (−x m) = αL (x)  (y m)− αL (y)  (x m) =
[x, y]  αM (m) = −θ0([x, y])(αM(m)) = −θ0([x, y])(αM ⊗ α0L)(m).
Para n = 1:
θ1 (αL (x)) · θ1 (y) (m⊗ x1)− θ1 (αL (y)) · θ1 (x) (m⊗ x1) =
θ1 (αL (x)) (−y m⊗ αL (x1)) + θ1 (αL (x)) (αM (m)⊗ [x1, y])−
θ1 (αL (y)) (−x m⊗ αL (x1))− θ1 (αL (y)) (αM (m)⊗ [x1, x]) =
αL (x)  (y m)⊗ α2L (x1)− αM (y m)⊗ [αL (x1) , αL (x)]−
αL (x)  αM (m)⊗ αL [x1, y ] + α2M (m)⊗ [[x1, y] , αL (x)]−
αL (y)  (x m)⊗ α2L (x1) + αM (x m)⊗ [αL (x1) , αL (y)] +
αL (y)  αM (m)⊗ αL [x1, x]− α2M (m)⊗ [[x1, x] , αL (y)] =
[x, y]  αM(m)⊗ α2L(x1)− α2M(m)⊗ [αL(x1), [x, y]]−
θ1([x, y]) (αM(m)⊗ αL(x1)) = −θ1([x, y]) (αM ⊗ αL) (m⊗ x1).
Para n > 1:
() θn (αL (x)) · θn (y) (m⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn) =
θn (αL (x)) (−y m⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xn)) +
θn (αL (x))
(
n∑
i=1
αM (m)⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ [xi, y]⊗ · · · ⊗ αL (xn)
)
=
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αL (x)  (y m)⊗ α2L (x1)⊗ · · · ⊗ α2L (xn) +
n∑
i=1
αM (−y m)⊗ α2L (x1)⊗ · · · ⊗ [αL (xi) , αL (x)]⊗ · · · ⊗ α2L (xn)−
n∑
i=1
αL(x)  αM(m)⊗ α2L(x1)⊗ · · · ⊗ α2L(xi−1)⊗ αL[xi, y]⊗ α2L(xi+1)⊗
· · · ⊗ α2L(xn)+
n∑
i=1
α2M (m)⊗ α2L (x1)⊗ · · · ⊗ α2L(xi−1)⊗ [[xi, y] , αL (x)]⊗ α2L (xi+1)⊗
· · · ⊗ α2L (xn) +
n∑
j=1
 n∑
i=1
i6=j
α2M (m)⊗ α2L (x1)⊗ · · · ⊗ α2L (xj−1)⊗ α[xj, y]⊗ α2L (xj+1)⊗
· · · ⊗ α2L (xi−1)⊗ [αL(xi), αL(x)]⊗ α2(xi+1)⊗ · · · ⊗ α2(xn)
)
.
() θn (αL (y)) · θn (x) (m⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn) =
θn (αL (y)) (−x m⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xn)) +
θn (αL (y))
(
n∑
i=1
αM (m)⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ [xi, x]⊗ · · · ⊗ αL (xn)
)
=
αL (y)  (x m)⊗ α2L (x1)⊗ · · · ⊗ α2L (xn) +
n∑
i=1
αM (−x m)⊗ α2L (x1)⊗ · · · ⊗ [αL (xi) , αL (y)]⊗ · · · ⊗ α2L (xn)−
n∑
i=1
αL(y)  αM(m)⊗ α2L(x1)⊗ · · · ⊗ α2L(xi−1)⊗ αL[xi, x]⊗ α2L(xi+1)⊗
· · · ⊗ α2L(xn)+
n∑
i=1
α2M (m)⊗ α2L (x1)⊗ · · · ⊗ α2L(xi−1)⊗ [[xi, x] , αL (y)]⊗ α2L (xi+1)⊗
· · · ⊗ α2L (xn) +
n∑
j=1
 n∑
i=1
i 6=j
α2M (m)⊗ α2L (x1)⊗ · · · ⊗ α2L (xj−1)⊗ α[xj, x]⊗ α2L (xj+1)⊗
· · · ⊗ α2L (xi−1)⊗ [αL(xi), αL(y)]⊗ α2(xi+1)⊗ · · · ⊗ α2(xn)
)
.
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()− () = [x, y]  αM (m)⊗ α2L (x1)⊗ · · · ⊗ α2L (xn)−
n∑
i=1
α2M (m)⊗ α2L (x1)⊗ · · · ⊗ α2L (xi−1)⊗ [αL (xi) , [x, y]]⊗ α2L (xi+1)⊗ · · ·⊗
α2L (xn) = −θn ([x, y]) (αM (m)⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xn)) =
−θn ([x, y]) (αM ⊗ α⊗nL ) (m⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn) .
c) Para n = 1:
θ1 (x) · i0 (αL (y)) (m)− i0 (α2L (y)) · θ0 (x) (m) =
θ1 (x) (m⊗ y)− i0 (α2L (y)) (−x m) =
−x m⊗ αL (y) + αM (m)⊗ [y, x] + x m⊗ αL (y) = i0(αL([y, x])) (αM) (m).
Para n = 2:
θ2 (x) · i1 (αL (y)) (m⊗ x1)− i1 (α2L (y)) · θ1 (x) (m⊗ x1) =
θ2 (x) (−m⊗ x1 ⊗ y)− i1 (α2L (y)) (−x m⊗ αL (x1) + αM (m)⊗ [x1, x]) =
xm⊗αL (x1)⊗αL (y)−αM (m)⊗ [x1, x]⊗αL (y)−αM (m)⊗αL (x1)⊗ [y, x]−
x m⊗ αL (x1)⊗ αL (y) + αM (m)⊗ [x1, x]⊗ αL (y) =
−αM (m)⊗ αL (x1)⊗ [y, x] = i1(αL([y, x])(αM(m)⊗ αL(x1)) =
i1(αL([y, x])(αM ⊗ αL)(m⊗ x1)).
Para n > 2:
(θn (x) · in−1 (αL (y))− in−1 (α2L (y)) · θn−1 (x)) (m⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn−1) =
θn (x) ((−1)n−1m⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn−1 ⊗ y)−
in−1 (α2L (y)) (−x m⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xn−1))−
in−1(α2L(y))
(
n−1∑
i=1
αM (m)⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ [xi, x]⊗ · · · ⊗ αL (xn−1)
)
=
(−1)n−1 {−x m⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xn−1)⊗ αL (y) +
n−1∑
i=1
αM (m)⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ [xi, x]⊗ · · · ⊗ αL (xn−1)⊗ αL(y) +
αM (m)⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xn−1)⊗ [y, x]}−
(−1)n−1 { − x m⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL(xn−1)⊗ αL(y) +
n−1∑
i=1
αM (m)⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ [xi, x]⊗ · · · ⊗ αL (xn−1)⊗ αL(y)
}
=
(−1)n−1αM (m)⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xn−1)⊗ [y, x] =
in−1(αL([y, x]))(αM (m)⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xn−1)) =
in−1(αL([y, x]))(αM ⊗ α⊗n−1L )(m⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn−1).
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d) Para n = 1:
θ0 (αL (y)) (d1 (m⊗ x1)) = θ0 (αL (y)) (m  x1) = −αL (y)  (m  x1) .
d1 · θ1 (y) (m⊗ x1) = d1 (−y m⊗ αL (x1) + αM (m)⊗ [x1, y]) =
− (y m)  αL (x1) + αM (m)  [x1, y] ∗= −αL (y)  (m  x1) .
(*) Debido a la propiedad 2.4.5 b).
Para n = 2 :
θ1 (αL (y)) · d2 (m⊗ x1 ⊗ x2) =
θ1 (αL (y)) (m  x1 ⊗ αL(x2) + x2 m⊗ αL (x1)− αM (m)⊗ [x1, x2]) =
−αL (y)  (m  x1)⊗ α2L (x2) + αM (m  x1)⊗ [αL (x2) , αL (y)]−
αL (y)  (x2 m)⊗ α2L (x1) + αM (x2 m)⊗ [αL (x1) , αL (y)] +
αL (y)  αM (m)⊗ αL [x1, x2]− α2M (m)⊗ [[x1, x2] , αL (y)] .
d2 · θ2 (y) (m⊗ x1 ⊗ x2) = d2 (−y m⊗ αL (x1)⊗ αL (x2) +
αM (m)⊗ [x1, y]⊗ αL (x2) + αM (m)⊗ αL (x1)⊗ [x2, y]) =
(−y m)  αL (x1)⊗ α2L (x2)− αL (x2)  (y m)⊗ α2L (x1) +
αM (y m)⊗ [αL (x1) , αL (x2)] + αM (m)  [x1, y]⊗ α2L (x2) +
αL (x2)  αM (m)⊗ αL [x1, y]− α2M (m)⊗ [[x1, y] , αL (x2)] +
αM (m)  αL (x1)⊗ αL [x2, y] + [x2, y]  αM (m)⊗ α2L (x1)−
α2M (m)⊗ [αL (x1) , [x2, y]] .
Aplicando las identidades 2.4.5 se obtiene de forma inmediata la igualdad
de ambas expresiones.
Para n > 2:
(F) θn−1 (αL (y)) · dn (m⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn) =
θn−1 (αL(y))
(
m  x1 ⊗ αL (x2)⊗ · · · ⊗ αL (xn) +
n∑
i=2
(−1)i xi m⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ α̂L (xi)⊗ · · · ⊗ αL (xn) +∑
16i<j6n
(−1)j+1 αM (m)⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xi−1)⊗ [xi, xj]⊗ αL (xi+1)⊗
· · · ⊗ α̂L (xj)⊗ · · · ⊗ αL (xn)
)
=
−αL (y)  (m  x1)⊗ α2L (x2)⊗ · · · ⊗ α2L (xn) +
n∑
i=2
αM (m  x1)⊗ α2L (x2)⊗ · · · ⊗ [αL (xi) , αL (y)]⊗ · · · ⊗ α2L (xn) +
n∑
i=2
(−1)i
{
−αL (y)  (xi m)⊗ α2L (x1)⊗ · · · ⊗ α̂2L (xi)⊗ · · · ⊗ α2L (xn) +
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n∑
j = 1
j 6= i
αM (xi m)⊗ α2L (x1)⊗ · · · ⊗ α2L(xj−1)⊗ [αL (xj) , αL (y)]⊗ α2L(xj+1)
⊗ · · · ⊗ α̂2L(xi)⊗ · · · ⊗ α2L (xn)
}
−∑
16i<j6n
(−1)j+1 αL (y)αM (m)⊗α2L (x1)⊗· · ·⊗α2L (xi−1)⊗[αL (xi) , αL (xj)]⊗
α2L (xi+1) · · · ⊗ α̂2L (xj)⊗ · · · ⊗ α2L (xn) +∑
16i<j6n
(−1)j+1
(
α2M (m)⊗α2L (x1)⊗· · ·⊗α2L (xi−1)⊗[[xi, xj] , αL (y)]⊗α2L (xi+1)
⊗ · · · ⊗ α̂2L (xj)⊗ · · · ⊗ α2L (xn)
)
+
∑
16i<j6n
(−1)j+1
(∑
i<j<k
α2M (m)⊗ α2L (x1)⊗ · · · ⊗ α2L (xi−1)⊗ [αL (xi) , αL (xj)]⊗
α2L (xi+1) ⊗ · · · ⊗ α̂2L (xj) ⊗ · · · ⊗ α2L (xk−1) ⊗ [αL (xk) , αL (y)] ⊗ α2L (xk+1) ⊗
· · · ⊗α2L (xn) +
∑
i<k<j
α2M (m)⊗α2L (x1)⊗ · · · ⊗α2L (xi−1)⊗ [αL (xi) , αL (xj)]⊗
α2L (xi+1) ⊗ · · · ⊗ α2L (xk−1) ⊗ [αL (xk) , αL (y)] ⊗ α2L (xk+1) ⊗ · · · ⊗ α̂2L (xj) ⊗
· · · ⊗ α2L (xn)
)
.
(FF) dn (θn (y) (m⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn)) = dn (−y m⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xn)) +
dn
(
n∑
i=1
αM (m)⊗ αL (x1)⊗ · · · ⊗ αL (xi−1)⊗ [xi, y]⊗ αL (xi+1)⊗ · · · ⊗ αL (xn)
)
=
− (y m)  αL (x1)⊗ α2L (x2)⊗ · · · ⊗ α2L (xn)−
n∑
i=2
(−1)i αL (xi)  (y m)⊗ α2L (x1) · · · ⊗ α̂L (xi)⊗ · · · ⊗ α2L (xn)−∑
16i<j6n
(−1)j+1 αM (y m)⊗ α2L (x1)⊗ · · · ⊗ α2L (xi−1)⊗ [αL (xi) , αL (xj)]⊗
α2L (xi+1)⊗ · · · ⊗ α̂2L (xj)⊗ · · · ⊗ α2L (xn) +
αM (m)  [x1, y]⊗ α2L (x2)⊗ · · · ⊗ α2L (xn) +
n∑
i=2
αM (m) αL (x1)⊗· · ·⊗α2L (xi−1)⊗αL [xi, y]⊗α2L (xi+1)⊗· · ·⊗α2L (xn) +
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n∑
i=1
 n∑
p=2
p6=i
(−1)p αL (xp)  αM (m)⊗ α2L (x1)⊗ · · · ⊗ α2L (xi−1)⊗ αL [xi, y]⊗
α2L (xi+1)⊗ · · · ⊗ α̂2L (xp)⊗ · · · ⊗ α2L (xn) + [xp, y]  αM(m)⊗ α2L(x1)⊗ · · ·
⊗α2L(xi−1)⊗ α2L(xi+1)⊗ · · · ⊗ α2L(xn)
)
+
n∑
i=1
( ∑
16p<j6n
(−1)j+1 α2M (m)⊗ α2L (x1)⊗ · · · ⊗ α2L (xp−1)⊗ [αL (xp) , αL (xj)]⊗
α2L (xp+1)⊗ · · · ⊗ α2L (xi−1)⊗ αL [xi, y]⊗ α2L (xi+1)⊗ · · · ⊗ α̂2L (xj)⊗ · · · ⊗ α2L (xn)
)
+
∑
16i<j6n
(−1)j+1
(
α2M (m)⊗α2L (x1)⊗ · · · · · · ⊗α2L (xi−1)⊗ [[xi, y] , αL (xj)]⊗
α2L (xi+1)⊗· · ·⊗ α̂2L (xj)⊗· · ·⊗α2L (xn)+α2M(m)⊗ [αL(x1), [xj, y]]⊗α2L(x2)⊗
· · · ⊗ α̂2L(xj)⊗ · · · ⊗ α2L(xn)
)
.
aplicando los axiomas de Hom-co-representación (ver Definición 2.4.5) y
mediante una comprobación rutinaria se concluye que las expresiones (F) y
(FF) son coincidentes.
e) Para n = 1 :
d1 · d2 (m⊗ x1 ⊗ x2) = d1 (m  x1 ⊗ αL (x2) + x2 m⊗ αL (x1)−
αL (m)⊗ [x1, x2]) = (m  x1)αL (x2)+(x2 m)αL (x1)−αL (m)[x1, x2] = 0.
Para n > 1 :
dn · dn+1 = (−1)n dn · dn+1 · in (αL (xn+1)) = (−1)n dn · θn (xn+1)−
(−1)n dn · in−1 (α2L (xn+1)) · dn = (−1)n dn · θn (xn+1)−
(−1)n θn−1 (αL (xn+1)) · dn + (−1)n in−2 (α3L (xn+1)) · dn−1 · dn = 0. 2
Gracias a la Proposición 2.4.17 e) tenemos que (CLα? (L,M), d?) es un
complejo de cadenas bien definido, cuya homología se llama la homología del
álgebra Hom-Leibniz (L, αL) con coeficientes en la Hom-co-representación
(M,αM) y la denotaremos por:
HLα? (L,M) := H?(CL
α
? (L,M), d?)
Ahora calculamos los K-espacios vectoriales de homología en dimensiones
bajas. Así, para n = 0, una comprobación directa muestra que
HLα0 (L,M) =
M
ML
donde ML = {m  l : m ∈M, l ∈ L}.
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Si M es una Hom-co-representación trivial, es decir, m  l = l  m = 0,
entonces
HLα1 (L,M) =
M ⊗ L
αM(M)⊗ [L,L]
Proposición 2.4.18 Sea (L, αL) un álgebra Hom-Leibniz considerada como
una Hom-co-representación sobre si misma como en el Ejemplo 2.4.6 b) y K
como una Hom-co-representación trivial de (L, αL). Entonces
HLαn(L,L)
∼= HLαn+1(L,K), n ≥ 0
Demostración. Obviamente −Id : CLαn(L,L) → CLαn+1(L,K), n ≥ 0, define
un isomorfismo de cadenas, el cual induce el isomorfismo en las homologías.
2
Nota 2.4.19 Sea L un álgebra Leibniz. Si consideramos L como un álge-
bra Hom-Leibniz como en el Ejemplo 2.1.3 a) y reescribimos la Proposición
2.4.18 para este caso particular, considerando (L, αL) con una estructura de
Hom-co-representación como en el Ejemplo 2.4.6 b), entonces recuperamos
el isomorfismo 6.5 en [56] (ver también la aplicación 3.1 en [34]).
2.4.3. Relación con la homología de álgebras Hom-Lie
Puesto que la categoría Hom-Lie es una subcategoría de Birkhoff de la
categoría Hom-Leib (ver Proposición 2.3.46), entonces es natural calcular la
homología Hom-Leibniz de las álgebras Hom-Lie y establecer relaciones con
su homología Hom-Lie.
Procederemos en esta sección a establecer algunas conexiones entre la
teoría de homología para las álgebras Hom-Lie introducida en la Sección 1.4
y la teoría de homología para las álgebras Hom-Leibniz introducida en la
Subsección 2.4.2.
En el caso particular αL = IdL y αM = IdM obtendremos las relaciones
entre las homologías de Chevalley-Eilenberg y de Leibniz dadas en [56].
Sea (L, αL) un álgebra Hom-Lie y (M,αM) un Hom-L-módulo. Cuando
se considera (L, αL) como un álgebra Hom-Leibniz, entonces (M,αM) puede
considerarse como una Hom-co-representación de (L, αL) haciendo
xm = x m, m x = −x m, m ∈M,x ∈ L
entonces podemos calcular su homología Hom-Leibniz.
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La proyección canónica sobre los cocientes define un morfismo de com-
plejos de cadenas
CLα? (L,M)→ Cα? (L,M)
De aquí se induce un homomorfismo natural HLα? (L,M)→ Hα? (L,M).
En el caso particular αL = IdL y αM = IdM obtenemos el homomorfis-
mo natural desde la homología de Leibniz hasta la homología de Chevalley-
Eilenberg dado en [56].
Proposición 2.4.20 Sea (M,αM) una Hom-co-representación del álgebra
Hom-Leibniz (L, αL), entonces αM(M) es un Hom-LLie-módulo.
Demostración. Sea α˜ : LLie → LLie dado por α˜(x) = αL(x) el homomorfismo
inducido sobre el cociente por el endomorfismo αL.
La acción a la izquierda de LLie sobre M está dada por
x m = x m
para cualquier m ∈ M,x ∈ LLie. Esta acción solo está bien definida sobre
αM(M). A saber, si x = x′, entonces x′ = x +
∑
i
λi[xi, xi]. Puesto que
[xi, xi]  αM(m) = 0, entonces x  αM(m) = x′  αM(m).
Ahora una comprobación directa muestra como los axiomas de Hom-LLie-
módulo son satisfechos. En efecto,
[x, y]  αM (m)− α˜(x)  (y m) + α˜(y)  (x m) =
[x, y]  αM (m)− αL(x)  (y m) + αL(y)  (x m) =
[x, y]  αM (m)− αL(x)  (y m) + αL(y)  (x m) = 0.
αM (x m) = αM (x m) = αL(x) αM(m) = αL (x) αM(m) = α˜(x) αM(m).
2
Para establecer una nueva relación entre las homologías Hom-Lie y Hom-
Leibniz, consideremos una Hom-co-representación (M,αM) del álgebra Hom-
Leibniz (L, αL).
Por la Proposición 2.4.20, αM(M) tiene una estructura de Hom-LLie-
módulo, por lo que la homología Hom-Lie Hα? (LLie, αM(M)) está bien defini-
da. Por otra parte, (M,αM) tiene una estructura de Hom-co-representación,
por lo tanto también tiene sentido considerar la homología Hom-Leibniz
HLα? (L,M).
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La proyección canónica
αM ⊗ pin : CLαn(L,M) = M ⊗ L⊗n → Cαn (LLie, αM(M)) = αM(M)⊗ ΛnLLie,
con n ≥ 0, dada por:
αM ⊗ pin(m⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = αM(m)⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn
es compatible con los operadores borde, por lo tanto induce un homomorfismo
HLα? (L,M)→ Hα? (LLie, αM(M))
que es un epimorfismo en dimensiones 0 y 1.
En el caso particular αL = IdL y αM = IdM recuperamos el correspon-
diente homomorfismo relacionando la homología de Leibniz y la homología
de Chevalley-Eilenberg en [57].
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Capítulo 3
Extensiones centrales universales
de álgebras Hom-Leibniz
3.1. Extensiones centrales universales
A través de esta sección trataremos con extensiones centrales universales
de álgebras Hom-Leibniz. Generalizaremos resultados clásicos de la teoría de
extensiones centrales universales de álgebras de Leibniz, pero aquí de nuevo
surge el inconveniente de que la composición de extensiones centrales no es,
en general, una extensión central tal y como muestra el Ejemplo 3.1.10, lo
que impide obtener una generalización completa de los resultados clásicos,
sin embargo obliga a introducir un nuevo concepto de centralidad para las
extensiones de álgebras Hom-Leibniz.
Definición 3.1.1 Una sucesión exacta corta de álgebras Hom-Leibniz (K) :
0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 se dice que es central si [M,K] =
0 = [K,M ]. Equivalentemente, M ⊆ Z(K).
Decimos que (K) es α-central si [αM(M), K] = 0 = [K,αM(M)]. Equi-
valentemente, αM(M) ⊆ Z(K).
Nota 3.1.2 Obviamente, cada extensión central es una extensión α-central.
Nótese que en el caso αM = IdM , ambas nociones coinciden.
Definición 3.1.3 Una extensión central (K) : 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→
(L, αL)→ 0 se dice que es universal si para cualquier otra extensión central
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(K ′) : 0→ (M ′, αM ′) i
′→ (K ′, αK′) pi
′→ (L, αL)→ 0 existe un único homomor-
fismo de álgebras Hom-Leibniz h : (K,αK)→ (K ′, αK′) tal que pi′ · h = pi.
Decimos que la extensión central (K) : 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→
(L, αL) → 0 es α-central universal si para cada extensión α-central (K ′) :
0 → (M ′, αM ′) i
′→ (K ′, αK′) pi
′→ (L, αL) → 0 existe un único homomorfismo
de álgebras Hom-Leibniz h : (K,αK)→ (K ′, αK′) tal que pi′ · h = pi.
Nota 3.1.4 Obviamente, cada extensión α-central universal es una exten-
sión central universal. Nótese que en el caso αM = IdM , ambas nociones
coinciden.
Definición 3.1.5 Decimos que un álgebra Hom-Leibniz (L, αL) es perfecta
si L = [L,L].
Lema 3.1.6 Sea pi : (K,αK) → (L, αL) un epimorfismo de álgebras Hom-
Leibniz. Si (K,αK) es un álgebra Hom-Leibniz perfecta, entonces (L, αL)
también lo es.
Demostración. Para todo x ∈ L, existe k ∈ K, tal que pi(k) = x, entonces
x = pi (k) = pi
(∑
i
λi [ki1, ki2]
)
=
∑
i
λipi [ki1, ki2] =
∑
i
λi [pi (ki1) , pi (ki2)] ∈
[L,L] , por lo tanto L ⊆ [L,L] . 2
Lema 3.1.7 Sea 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 una extensión
central y (K,αK) un álgebra Hom-Leibniz perfecta. Si existe un homomorfis-
mo de álgebras Hom-Leibniz f : (K,αK)→ (A,αA) tal que τ · f = pi, donde
0→ (N,αN) j→ (A,αA) τ→ (L, αL)→ 0 es una extensión central, entonces f
es único.
Demostración. Si hubiese dos homomorfismos f, g : (K,αK)→ (A,αA) tales
que τ · f = pi = τ · g, entonces f (k) − g (k) ∈ Ker (τ) = N , por lo que
f (k) = g (k) + nk, k ∈ K,nk ∈ N . Como (K,αK) es perfecta, entonces
f (k) = f
(∑
i
λi [ki1 , ki2 ]
)
=
∑
i
λi [f (ki1) , f (ki2)] =∑
i
λi
[
g (ki1) + nki1 , g (ki2) + nki2
]
=
∑
i
λi [g (ki1) , g (ki2)] =∑
i
λi [g (ki1) , g (ki2)] = g (k) . 2
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Lema 3.1.8 Si 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 es una exten-
sión central universal, entonces (K,αK) y (L, αL) son álgebras Hom-Leibniz
perfectas.
Demostración. Supongamos que (K,αK) no es un álgebra Hom-Leibniz per-
fecta, entonces [K,K]  K. Consideremos I el menor Hom-ideal genera-
do por [K,K], entonces (K/I, α˜), donde α˜ es el homomorfismo natural in-
ducido, es un álgebra Hom-Leibniz abeliana y, consecuentemente, es una
Hom-representación trivial de (L, αL). Consideremos la extensión central
0 → (K/I, α˜) → (K/I × L, α˜ × αL) pr→ (L, αL) → 0, entonces los homo-
morfismos de álgebras Hom-Leibniz ϕ, ψ : (K,αK) → (K/I × L, α˜ × αL)
dados por ϕ(k) = (k + I, pi(k)) y ψ(k) = (0, pi(k)), k ∈ K, verifican que
pr · φ = pi = pr · ψ, por lo que 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 no
puede ser una extensión central universal.
El Lema 3.1.7 concluye la prueba. 2
Lema 3.1.9 Sea pi : (K,αK) → (L, αL) una extensión central y sea ϕ :
(S, αS) → (L, αL) un homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz. Sea (P, αP )
el cuadrado cartesiano de ϕ sobre pi. Entonces pi : (P, αP ) → (S, αS) es
una extensión central. Además, esta extensión escinde si, y solo si, existe un
único homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz θ : (S, αS)→ (K,αK) tal que
pi.θ = ϕ.
Demostración. Teniendo en cuenta la Proposición 2.3.14, construimos el si-
guiente diagrama conmutativo.
Ker(pi)


Ker(pi)


(P, αP )
ϕ //
pi

(K,αK)
pi

(S, αS)
ϕ // (L, αL)
(P, αP ) = (S, αS)×(L,αL) (K,αK)
P = {(s, k) , s ∈ S, k ∈ K | ϕ (s) = pi (k)} ;αP (s, k) = (αS(s), αK(k))
Tenemos que probar que Ker(pi) ⊆ Z (P ) , que es lo mismo que decir que
para todo q ∈ Ker(pi), [q, (s, k)] = [(s, k) , q] = 0, para todo (s, k) ∈ P .
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Cualquier q ∈ Ker(pi) ⊆ P , se puede escribir como q = (0, k′) tal que
ϕ (0) = pi (k′), por lo que k′ ∈ Ker(pi) ⊆ Z(K). Entonces
[q, (s, k)] = [(0, k′), (s, k)] = ([0, s] , [k′, k]) = 0,
[(s, k) , q] = [(s, k) , (0, k′)] = ([s, 0] , [k, k′]) = 0.
Para la segunda parte, dado un homomorfismo θ : (S, αS) → (K,αK)
tal que pi.θ = ϕ, la propiedad universal del cuadrado cartesiano garantiza la
existencia de un único homomorfismo σ : (S, αS)→ (P, αP ) tal que pi ·σ = Id.
Para el recíproco, basta con tomar θ = ϕ ·σ, siendo σ : (S, αS)→ (P, αP )
la escisión. Entonces θ es obviamente único por construcción y además pi ·θ =
pi · ϕ · σ = ϕ · pi · σ = ϕ · Id = ϕ. 2
Puesto que la composición de extensiones centrales de álgebras Hom-Lie
no es en general central, y como las álgebras Hom-Lie son una subcategoría
de Birkhoff de las álgebras Hom-Leibniz, entonces esta propiedad tampoco
se satisface para álgebras Hom-Leibniz, tal y como demuestra el siguiente
contraejemplo 3.1.10 en el que se emplean extensiones centrales de álgebras
Hom-Leibniz que no son Hom-Lie. En consecuencia, los criterios de recono-
cimiento clásicos descritos en la página 30 no pueden ser generalizados al
contexto Hom-Leibniz, puesto que para ello es absolutamente imprescindible
utilizar el hecho de que la composición de dos extensiones centrales también
es una extensión central. Al igual que en el contexto Hom-Lie, este inconve-
niente provoca la introducción de extensiones α-centrales, cuyas propiedades
relativas a la composición se determinarán en el siguiente Lema 3.1.11.
Ejemplo 3.1.10 Consideremos el álgebra Hom-Leibniz bidimensional (L, αL)
con base {b1, b2}, corchete dado por
[b2, b1] = b2, [b2, b2] = b1,
(los corchetes no escritos son nulos) y endomorfismo αL = 0.
Sea (K,αK) el álgebra Hom-Leibniz tridimensional con base {a1, a2, a3},
corchete dado por
[a2, a2] = a1, [a3, a2] = a3, [a3, a3] = a2,
(los corchetes no escritos son nulos) y endomorfismo αK = 0.
Evidentemente (K,αK) es perfecta ya que K = [K,K] y Z(K,αK) =
< {a1} >.
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La aplicación lineal pi : (K, 0)→ (L, 0) dada por
pi(a1) = 0, pi(a2) = b1, pi(a3) = b2,
es una extensión central ya que trivialmente pi es sobreyectiva y es un homo-
morfismo de álgebras Hom-Leibniz:
pi[a2, a2] = pi(a1) = 0, [pi(a2), pi(a2)] = [b1, b1] = 0,
pi[a3, a2] = pi(a3) = b2, [pi(a3), pi(a2)] = [b2, b1] = b2,
pi[a3, a3] = pi(a2) = b1, [pi(a3), pi(a3)] = [b2, b2] = b1.
Obviamente, 0 · pi = pi · 0 y Ker(pi) =< {a1} >, por lo que Ker(pi) ⊆
Z(K,αK).
Consideremos ahora el álgebra Hom-Leibniz de dimensión 4 (F, αF ) con
base {e1, e2, e3, e4}, corchete dado por
[e3, e2] = e1, [e3, e3] = e2, [e4, e3] = e4, [e4, e4] = e3,
(los corchetes no escritos son nulos) y endomorfismo αF = 0.
La aplicación lineal ρ : (F, 0)→ (K, 0) dada por
ρ(e1) = 0, ρ(e2) = a1, ρ(e3) = a2, ρ(e4) = a3,
es una extensión central ya que trivialmente ρ es sobreyectiva y es un homo-
morfismo de álgebras Hom-Leibniz:
ρ[e3, e2] = ρ(e1) = 0, [ρ(e3), ρ(e2)] = [a2, a1] = 0,
ρ[e3, e3] = ρ(e2) = a1, [ρ(e3), ρ(e3)] = [a2, a2] = a1,
ρ[e4, e3] = ρ(e4) = a3, [ρ(e4), ρ(e3)] = [a3, a2] = a3,
ρ[e4, e4] = ρ(e3) = a2, [ρ(e4), ρ(e4)] = [a3, a3] = a2.
Obviamente, 0 · ρ = ρ · 0, Ker(ρ) =< {e1} > y Z(F, αF ) =< {e1} >, por lo
que Ker(ρ) ⊆ Z(F, αF ).
La composición pi · ρ : (F, 0)→ (L, 0) está dada por
pi · ρ(e1) = pi(0) = 0, pi · ρ(e2) = pi(a1) = 0,
pi · ρ(e3) = pi(a2) = b1, pi · ρ(e4) = pi(a3) = b2.
En consecuencia, pi ·ρ : (F, 0)→ (L, 0) es un homomorfismo sobreyectivo,
pero no es una extensión central, puesto que Z(F, 0) =< {e1} > y Ker(pi·ρ) =
< {e1, e2} >, es decir Ker(pi · ρ) * Z(F, 0).
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Lema 3.1.11 Sean 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 y 0 →
(N,αN)
j→ (F, αF ) ρ→ (K,αK) → 0 extensiones centrales con (K,αK)
un álgebra Hom-Leibniz perfecta. Entonces la extensión composición 0 →
(P, αP ) = Ker(pi · ρ)→ (F, αF ) pi·ρ→ (L, αL)→ 0 es una extensión α-central.
Además, si 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 es una extensión
α-central universal, entonces 0 → (N,αN) j→ (F, αF ) ρ→ (K,αK) → 0 es
escindida.
Demostración. Tenemos que probar que [αP (P ), F ] = 0 = [F, αP (P )].
Puesto que (K,αK) es un álgebra Hom-Leibniz perfecta, entonces cada
elemento f ∈ F puede escribirse como f =
∑
i
λi[fi1 , fi2 ] + n, n ∈ N, fij ∈
F, j = 1, 2. Así, para todo p ∈ P, f ∈ F tenemos que
[αP (p), f ] =
∑
i
λi ([[p, fi1 ], αF (fi2)]− [[p, fi2 ], αF (fi1)]) + [αP (p), n] = 0
ya que [p, fij ] ∈ Ker (ρ) ⊂ Z(F ).
De forma similar podemos comprobar que [f, αP (p)] = 0.
Para la segunda afirmación, si 0→ (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL)→ 0 es
una extensión α-central universal, entonces por la primera parte del Lema,
0 → (P, αP ) = Ker(pi · ρ) → (F, αF ) pi·ρ→ (L, αL) → 0 es una extensión α-
central, por lo que existe un único homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz
σ : (K,αK)→ (F, αF ) tal que pi ·ρ ·σ = pi. Por otra parte, pi ·ρ ·σ = pi = pi ·Id
y (K,αK) es perfecta, entonces el Lema 3.1.7 implica que ρ · σ = Id. 2
Teorema 3.1.12
a) Si una extensión central 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0
es una extensión α-central universal, entonces (K,αK) es un álgebra
Hom-Leibniz perfecta y cada extensión central de (K,αK) es escindida.
b) Sea 0→ (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL)→ 0 una extensión central.
Si (K,αK) es un álgebra Hom-Leibniz perfecta y cada extensión cen-
tral de (K,αK) es escindida, entonces 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→
(L, αL)→ 0 es una extensión central universal.
c) Un álgebra Hom-Leibniz (L, αL) admite una extensión central universal
si, y sólo si, (L, αL) es perfecta.
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d) El núcleo de la extensión central universal es canónicamente isomorfo
a HLα2 (L).
Demostración
a) Si 0→ (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL)→ 0 es una extensión α−central
universal, entonces es una extensión central universal por la Nota 3.1.4, así
(K,αK) es un álgebra Hom-Leibniz perfecta por el Lema 3.1.8 y cada exten-
sión central de (K,αK) escinde por el Lema 3.1.11.
b) Consideremos una extensión central 0→ (N,αN) j→ (A,αA) τ→ (L, αL)
→ 0. Construyamos la extensión cuadrado cartesiano 0→ (N,αN) χ→ (P, αP )
τ→ (K,αK) → 0, donde P = {(a, k) ∈ A × K | τ(a) = pi(k)} y αP (a, k) =
(αA(a), αK(k)), la cual es central por el Lema 3.1.9, y en consecuencia es
escindida, es decir, existe un homomorfismo σ : (K,αK) → (P, αP ) tal que
τ · σ = Id.
Entonces pi · σ, donde pi : (P, αP ) → (A,αA) está inducida por la cons-
trucción del cuadrado cartesiano, satisface τ ·pi ·σ = pi. El Lema 3.1.7 finaliza
la prueba.
c) y d) Para un álgebra Hom-Leibniz (L, αL) consideremos el complejo
de cadenas para el cálculo de la homología CLα? (L), que es CLα? (L,K) en el
que K está dotado con una estructura de Hom-co-representación trivial.
Como K-espacio vectorial, sea IL el subespacio de L ⊗ L generado por
los elementos de la forma −[x1, x2] ⊗ αL(x3) + [x1, x3] ⊗ αL(x2) + αL(x1) ⊗
[x2, x3], x1, x2, x3 ∈ L. Es decir, IL = Im (d3 : CLα3 (L)→ CLα2 (L)).
Ahora denotamos el K-espacio vectorial cociente L⊗L
IL
por uce(L). Cada
clase x1 ⊗ x2 + IL se denota por {x1, x2}, para todo x1, x2 ∈ L.
Por construcción, se obtiene la siguiente identidad:
{αL(x1), [x2, x3]} = {[x1, x2], αL(x3)} − {[x1, x3], αL(x2)} (3.1)
para todo x1, x2, x3 ∈ L.
Ahora d2(IL) = 0, por lo que induce una aplicaciónK-lineal UL : uce(L)→
L, dada por UL({x1, x2}) = [x1, x2]. Además (uce(L), α), donde α : uce(L)→
uce(L) está definida por α({x1, x2}) = {αL(x1), αL(x2)}, es un álgebra Hom-
Leibniz con respecto al corchete [{x1, x2}, {y1, y2}] = {[x1, x2], [y1, y2]} y UL :
(uce(L), α) → (L, αL) es un homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz. En
realidad, Im(UL) = [L,L], pero (L, αL) es un álgebra Hom-Leibniz perfecta,
por lo que UL es un epimorfismo.
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De la construcción se sigue que Ker(UL) = HLα2 (L), así que tenemos la
extensión
0→ (HLα2 (L), α|)→ (uce(L), α) UL→ (L, αL)→ 0
que es central, puesto que [Ker(UL), uce(L)] = 0 = [uce(L),Ker(UL)], y
universal, puesto que para cualquier extensión central 0 → (M,αM) →
(K,αK)
pi→ (L, αL) → 0 existe el homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz
ϕ : (uce(L), α)→ (K,αK) dado por ϕ({x1, x2}) = [k1, k2], pi(ki) = xi, i = 1, 2,
tal que pi ·ϕ = UL. Además, gracias al Lema 3.1.8 y al Lema 3.1.7, ϕ es único.
2
Corolario 3.1.13
a) Sea 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 una extensión α-central
universal, entonces HLα1 (K) = HLα2 (K) = 0.
b) Sea 0→ (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL)→ 0 una extensión central tal
que HLα1 (K) = HLα2 (K) = 0, entonces 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→
(L, αL)→ 0 es una extensión central universal.
Demostración.
a) Si 0→ (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL)→ 0 es una extensión α-central
universal, entonces (K,αK) es perfecta por la Nota 3.1.4 y el Lema 3.1.8,
por lo que HLα1 (K) = 0. Por el Lema 3.1.11 y el Teorema 3.1.12 ( c), d) )
la extensión central universal correspondiente a (K,αK) escinde, por lo que
HLα2 (K) = 0.
b) HLα1 (K) = 0 implica que (K,αK) es un álgebra Hom-Leibniz perfecta.
HLα2 (K) = 0 implica que (uce(K), α)
∼→ (K,αK). El Teorema 3.1.12 b)
finaliza la prueba. 2
Definición 3.1.14 Una extensión α-central 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→
(L, αL) → 0 se dice que es universal si para cualquier extensión central
0 → (R,αR) j→ (A,αA) τ→ (L, αL) → 0 existe un único homomorfismo
ϕ : (K,αK)→ (A,αA) tal que τ · ϕ = pi.
Una extensión α-central 0→ (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL)→ 0 se dice
que es α-universal si para cualquier extensión α-central 0 → (R,αR) j→
(A,αA)
τ→ (L, αL) → 0 existe un único homomorfismo ψ : (K,αK) →
(A,αA) tal que τ · ψ = pi.
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Nota 3.1.15 Obviamente, cada extensión α-central α-universal es una ex-
tensión α-central que es universal en el sentido de la Definición 3.1.14. En
el caso αM = Id ambas nociones coinciden con la definición de extensión
central universal.
Proposición 3.1.16
a) Sean 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 y 0 → (N,αN) j→
(F, αF )
ρ→ (K,αK) → 0 extensiones centrales. Si 0 → (N,αN) j→
(F, αF )
ρ→ (K,αK) → 0 es una extensión central universal, entonces
0 → (P, αP ) = Ker(pi · ρ) χ→ (F, αF ) pi·ρ→ (L, αL) → 0 es una extensión
α-central que es universal en el sentido de la Definición 3.1.14.
b) Sean 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 y 0 → (N,αN) j→
(F, αF )
ρ→ (K,αK) → 0 extensiones centrales con (F, αF ) un álge-
bra Hom-Leibniz perfecta. Si 0 → (P, αP ) = Ker(pi · ρ) χ→ (F, αF ) pi·ρ→
(L, αL) → 0 es una extensión α-central α-universal, entonces 0 →
(N,αN)
j→ (F, αF ) ρ→ (K,αK)→ 0 es una extensión central universal.
Demostración.
a) Si 0 → (N,αN) j→ (F, αF ) ρ→ (K,αK) → 0 es una extensión central
universal, entonces (F, αF ) y (K,αK) son álgebras Hom-Leibniz perfectas por
el Lema 3.1.8.
Por otro lado, 0→ (P, αP ) = Ker(pi · ρ) χ→ (F, αF ) pi·ρ→ (L, αL)→ 0 es una
extensión α-central por el Lema 3.1.11.
Para obtener la universalidad, para cualquier extensión central 0→ (R,αR)
→ (A,αA) τ→ (L, αL)→ 0 se construye la extensión cuadrado cartesiano co-
rrespondiente a τ y pi, 0 → (R,αR) → (K ×L A,αK × αA) τ→ (K,αK) → 0.
Puesto que 0 → (N,αN) j→ (F, αF ) ρ→ (K,αK) → 0 es una extensión
central universal, entonces existe un único homomorfismo ϕ : (F, αF ) →
(K×LA,αK×αA) tal que τ ·ϕ = ρ. Así pues el homomorfismo pi ·ϕ satisface
que τ · pi · ϕ = pi · ρ y es único por el Lema 3.1.7.
b) (F, αF ) perfecta implica que (K,αK) es perfecta por el Lema 3.1.6. Para
probar la universalidad de la extensión central 0 → (N,αN) j→ (F, αF ) ρ→
(K,αK)→ 0, consideramos una extensión central 0→ (R,αR)→ (A,αA) σ→
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(K,αK) → 0, entonces 0 → Ker(pi · σ) → (A,αA) pi·σ→ (L, αL) → 0 es una
extensión α-central por el Lema 3.1.11.
La α-universalidad de 0→ (P, αP ) = Ker(pi ·ρ) χ→ (F, αF ) pi·ρ→ (L, αL)→ 0
implica la existencia de un único homomorfismo ω : (F, αF ) → (A,αA) tal
que pi · σ · ω = pi · ρ.
Puesto que (F, αF ) es un álgebra Hom-Leibniz perfecta e Im(σ · ω) ⊆
Im(ρ) + Ker(pi), entonces fácilmente se sigue que σ · ω = ρ. La unicidad se
sigue a partir del Lema 3.1.7. 2
3.2. Relación entre extensiones α-centrales uni-
versales
Sea (L, αL) un álgebra Hom-Lie perfecta. Por el Teorema 1.5.12 c) y d),
(L, αL) admite una extensión central universal en la categoría Hom-Lie de la
forma:
0→ (Hα2 (L) , α˜|)→ (uceLie (L) , α˜) uL→ (L, αL)→0
Por otra parte, puesto que un álgebra Hom-Lie perfecta también es un ál-
gebra Hom-Leibniz perfecta, entonces por el Teorema 3.1.12 c) y d), (L, αL)
también admite extensión central universal en la categoría Hom-Leib de la
forma:
0→ (HLα2 (L) , α|)→ (uceLeib (L) , α) UL→ (L, αL)→0
Puesto que las extensiones centrales universales de un álgebra de Lie perfecta
en las categorías de álgebras de Lie y de Leibniz están relacionadas mediante
los resultados obtenidos en [34], entonces es natural preguntarse por la gene-
ralización de estos resultados al contexto de las álgebras Hom-Leibniz. Pero
de nuevo es necesario hacer uso de la composición de extensiones centrales,
es decir, es necesario aplicar el Lema 3.1.11, lo que impide obtener relaciones
significativas entre ambas extensiones centrales universales, por lo que no es
posible obtener una generalización completa de los resultados en [34], sien-
do posible únicamente obtener resultados en un contexto más restringido de
extensiones α-centrales universales.
Comenzamos introduciendo un nuevo concepto de perfección:
Definición 3.2.1 Un álgebra Hom-Lie (resp., Hom-Leibniz) (L, αL) se dice
que es α-perfecta si
L = [αL(L), αL(L)]
3.2. RELACIÓN ENTRE E. α-C. U. 115
Ejemplo 3.2.2 El álgebra Hom-Lie tridimensional (L, [−,−], αL) con base
{a1, a2, a3}, corchete dado por
[a1, a2] = −[a2, a1] = a3, [a2, a3] = −[a3, a2] = a1, [a3, a1] = −[a1, a3] = a2,
(los corchetes no escritos son iguales a cero) y endomorfismo αL representado
por la matriz

√
2
2
0
√
2
2
0 −1 0√
2
2
0 −
√
2
2
 es un álgebra Hom-Lie α-perfecta.
Nota 3.2.3
a) Cuando αL = Id, la noción de α-perfección coincide con la de perfec-
ción.
b) Obviamente, si (L, αL) es un álgebra Hom-Lie (respectivamente, Hom-
Leibniz) α-perfecta, entonces es perfecta. Sin embargo, el recíproco no
es cierto en general. Por ejemplo, el álgebra Hom-Lie tridimensional
(L, αL) con base {a1, a2, a2}, corchete dado por
[a1, a2] = −[a2, a1] = a3, [a1, a3] = −[a3, a1] = a2, [a2, a3] = −[a3, a2] = a1,
y endomorfismo αL = 0 es perfecta y sin embargo no es α-perfecta.
c) Si (L, αL) es α-perfecta, entonces L = αL(L), es decir, αL es sobre-
yectiva. Sin embargo el recíproco no es cierto. Por ejemplo, el álgebra
Hom-Lie bidimensional con base {a1, a2}, corchete dado por
[a1, a2] = −[a2, a1] = a2,
y endomorfismo αL representado por la matriz
(
1 0
0 2
)
, evidentemen-
te tiene endomorfismo αL sobreyectivo, pero [αL(L), αL(L)] = 〈{a2}〉.
Lema 3.2.4 Sea 0 → (M,αM) i→ (K,αK) pi→ (L, αL) → 0 una extensión
central y (K,αK) un álgebra Hom-Lie (respectivamente, Hom-Leibniz) α-
perfecta. Si existe un homomorfismo de álgebras Hom-Lie (respectivamente,
Hom-Leibniz) f : (K,αK)→ (A,αA) tal que τ ·f = pi, donde 0→ (N,αN) j→
(A,αA)
τ→ (L, αL)→ 0 es una extensión α-central, entonces f es único.
116 CAPÍTULO 3. E. C. U. DE ÁLGEBRAS HOM-LEIBNIZ
Demostración. Supongamos que existen dos homomorfismos f1 y f2 tales
que τ · f1 = pi = τ · f2, entonces f1 − f2 ∈ Ker(τ) = N , es decir f1(k) =
f2(k) + nk, nk ∈ N , y αN(N) ⊆ Z(A).
Además, f1 y f2 coinciden sobre [αK(K), αK(K)]. En efecto,
f1[αK(k1), αK(k2)] = [αA(f1(k1)), αA(f1(k2))] = [αA(f2(k1)) + αA(nk1),
αA(f2(k2)) + αA(nk2)] = [αA(f2(k1)), αA(f2(k2))] = f2[αK(k1), αK(k2)].
Puesto que (K,αK) es α-perfecta, entonces f1 coincide con f2 sobre K.
2
Teorema 3.2.5
a) Un álgebra Hom-Lie α-perfecta admite extensión α-central universal.
b) Un álgebra Hom-Leibniz α-perfecta admite extensión α-central univer-
sal.
Demostración.
a) Para el álgebra Hom-Lie (L, αL), consideremos el complejo de cadenas
Cα? (L,K) en el que K posee una estructura de Hom-L-módulo trivial.
Consideremos el espacio vectorial cociente uceLieα (L) =
αL(L)∧αL(L)
IL
, donde
IL es el subespacio vectorial de αL(L)∧αL(L) generado por los elementos de
la forma
−[x1, x2] ∧ αL(x3) + [x1, x3] ∧ αL(x2)− [x2, x3] ∧ αL(x1)
para todo x1, x2, x3 ∈ L. Denotaremos por {αL(x1), αL(x2)} la clase de equi-
valencia αL(x1) ∧ αL(x2) + IL. uceLieα (L) está dotado de una estructura de
álgebra Hom-Lie con respecto al corchete
[{αL(x1), αL(x2)}, {αL(y1), αL(y2)}] = {[αL(x1), αL(x2)], [αL(y1), αL(y2)]}
y al endomorfismo α˜ : uceLieα (L)→ uceLieα (L) definido por α˜({αL(x1), αL(x2)})
= {α2L(x1), α2L(x2)}.
Obsérvese que cada sumando de la forma [x1, x2] ∧ αL(x3) es un elemen-
to de αL(L) ∧ αL(L), ya que al ser L α-perfecta, entonces [x1, x2] ∈ L =
[αL(L), αL(L)] ⊆ αL(L).
La restricción de la diferencial d2 : Cα2 (L) = L ∧ L → Cα1 (L) = L a
αL(L)∧αL(L) se anula sobre IL, por lo que induce una aplicación lineal uα :
uceα(L)→ L, que está definida por uα({αL(x1), αL(x2)}) = [αL(x1), αL(x2)].
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Además, debido a que (L, αL) es α-perfecta, entonces uα es un homomorfismo
sobreyectivo, ya que Im(uα) = [αL(L), αL(L)] = L y
uα[{αL(x1), αL(x2)}, {αL(y1), αL(y2)}] = uα{[αL(x1), αL(x2)], [αL(y1), αL(y2)]}
= [[αL(x1), αL(x2)], [αL(y1), αL(y2)] = [uα{αL(x1), αL(x2)}, uα{αL(y1), αL(y2)}].
αL · uα{αL(x1), αL(x2)} = αL[αL(x1), αL(x2)] = [α2L(x1), α2L(x2)] =
uα{α2L(x1), α2L(x2)} = uα · α˜{x1, x2}.
Hemos construido entonces la extensión
0→ (Ker(uα), α˜|)→ (uceLieα (L), α˜) uα→ (L, αL)→ 0
que además es una extensión central, ya que para cualquier {αL(x1), αL(x2)}
∈ Ker(uα), {αL(y1), αL(y2)} ∈ uceLieα (L), se tiene que
[{αL(x1), αL(x2)}, {αL(y1), αL(y2)}] = {[αL(x1), αL(x2)], [αL(y1), αL(y2)]} = 0,
puesto que {αL(x1), αL(x2)} ∈ Ker(uα)⇐⇒ [αL(x1), αL(x2)] = 0.
Finalmente, veamos que la extensión central construida es α-central uni-
versal. Para ello, consideremos una extensión α-central 0 → (M,αM) j→
(K,αK)
pi→ (L, αL)→ 0. Definimos la aplicación Φ : (uceLieα (L), α˜)→ (K,αK)
por Φ({αL(x1), αL(x2)}) = [αK(k1), αK(k2)] , siendo pi(ki) = xi, xi ∈ L, ki ∈
K, i = 1, 2. Φ es un homomorfismo de álgebras Hom-Lie tal que pi · Φ = uα.
En efecto:
Buena definición: si pi(ki) = xi = pi(k′i), i = 1, 2, entonces ki − k′i ∈
Ker(pi) = M , por lo que αK(ki) − αK(k′i) ∈ αM(M). De aquí, Φ({αL(x1),
αL(x2)}) = [αK(k1), αK(k2)] = [αK(k′1) + αM(m1), αK(k′2) + αM(m2)] =
[αK(k
′
1), αL(k
′
2)].
Obsérvese que en este paso es imprescindible la condición de α-centralidad
para tener garantizado que [αM(M), K] = 0.
Φ[{αL(x1), αL(x2)}, {αL(y1), αL(y2)}] = Φ{[αL(x1), αL(x2)], [αL(y1), αL(y2)]} =
[[αK(k1), αK(k2)], [αK(l1), αK(l2)]] = [Φ{αL(x1), αL(x2)},Φ{αL(y1), αL(y2)}],
siendo pi(ki) = xi, pi(li) = yi, i = 1, 2.
αK · Φ({αL(x1), αL(x2)}) = αK [{αK(k1), αK(k2)}] = [α2K(k1), α2K(k2)] =
Φ{α2L(x1), α2L(x2)} = Φ · α˜{αL(x1), αL(x2)}.
pi · Φ{αL(x1), αL(x2)} = pi[αK(k1), αK(k2)] = [pi(αK(k1)), pi(αK(k2))] =
[αL · pi(k1), αL · pi(k2)] = [αL(x1), αL(x2)] = uα{αL(x1), αL(x2)}.
Para terminar la demostración, debemos probar que Φ es único: en primer
lugar, veamos que uceLieα (L) es α-perfecta y, en consecuencia, según la Nota
3.2.3 b), será un álgebra Hom-Lie perfecta. En efecto,
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[α˜{αL(x1), αL(x2)}, α˜{αL(y1), αL(y2)}] = {[α2L(x1), α2L(x2)], [α2L(y1), α2L(y2)]}
es decir, [α˜(uceα(L)), α˜(uceα(L))] ⊆ uceα(L).
Para la inclusión inversa tenemos que:
{αL(x1), αL(x2)} = {αL[αL(l1), αL(l2)], αL[αL(l′1), αL(l′2)]} =
{[α2L(l1), α2L(l1)], [α2L(l′1), α2L(l′2)]} = [{α2L(l1), α2L(l2)}, {α2L(l′1), α2L(l′2)}],
para lo que hay que tener en cuenta que xi ∈ L = [αL(L), αL(L)].
Ahora estamos en condiciones de aplicar el Lema 1.5.8, lo que finaliza la
prueba (se puede conseguir una prueba alternativa de este hecho aplicando
el Lema 3.2.4).
b) Para el álgebra Hom-Leibniz (L, αL), consideremos el complejo de ca-
denas CLα? (L,K) en el que K posee una estructura de Hom-co-representación
trivial.
Consideremos el espacio vectorial cociente uceLeibα (L) =
αL(L)⊗αL(L)
IL
, donde
IL es el subespacio vectorial de αL(L) ⊗ αL(L) generado por los elementos
de la forma
−[x1, x2]⊗ αL(x3) + [x1, x3]⊗ αL(x2) + αL(x1)⊗ [x2, x3]
para todo x1, x2, x3 ∈ L. Denotaremos por {αL(x1), αL(x2)} la clase de equi-
valencia αL(x1) ⊗ αL(x2) + IL. uceLeibα (L) está dotado de una estructura de
álgebra Hom-Leibniz con respecto al corchete
[{αL(x1), αL(x2)}, {αL(y1), αL(y2)}] = {[αL(x1), αL(x2)], [αL(y1), αL(y2)]}
y al endomorfismo α : uceLeibα (L)→ uceLeibα (L) definido por α({αL(x1), αL(x2)})
= {α2L(x1), α2L(x2)}.
Obsérvese que cada sumando de la forma [x1, x2] ⊗ αL(x3) o αL(x1) ⊗
[x2, x3] es un elemento de αL(L)⊗αL(L), ya que al ser L α-perfecta, entonces
[x1, x2] ∈ L = [αL(L), αL(L)] ⊆ αL(L).
La restricción de la diferencial d2 : CLα2 (L) = L ⊗ L → CLα1 (L) =
L a αL(L) ⊗ αL(L) se anula sobre IL, por lo que induce una aplicación
lineal Uα : uceLeibα (L) → L, que está definida por Uα({αL(x1), αL(x2)}) =
[αL(x1), αL(x2)]. Además, debido a que (L, αL) es α-perfecta, entonces Uα es
un homomorfismo sobreyectivo, ya que Im(Uα) = [αL(L), αL(L)] = L y
Uα[{αL(x1), αL(x2)}, {αL(y1), αL(y2)}] = Uα{[αL(x1), αL(x2)], [αL(y1), αL(y2)]}
= [[αL(x1), αL(x2)], [αL(y1), αL(y2)] = [Uα{αL(x1), αL(x2)}, Uα{αL(y1), αL(y2)}].
αL · Uα{αL(x1), αL(x2)} = αL[αL(x1), αL(x2)] = [α2L(x1), α2L(x2)] =
Uα{α2L(x1), α2L(x2)} = Uα · α{x1, x2}.
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Hemos construido entonces la extensión
0→ (Ker(Uα), α|)→ (uceLeibα (L), α) Uα→ (L, αL)→ 0
que además es una extensión central. En efecto, para cualquier {αL(x1), αL(x2)}
∈ Ker(Uα), {αL(y1), αL(y2)} ∈ uceLeibα (L), se tiene que
[{αL(x1), αL(x2)}, {αL(y1), αL(y2)}] = {[αL(x1), αL(x2)], [αL(y1), αL(y2)]} = 0
ya que {αL(x1), αL(x2)} ∈ Ker(Uα)⇐⇒ [αL(x1), αL(x2)] = 0.
Del mismo modo se verifica que [uceLeibα (L), Ker(Uα)] = 0.
Finalmente, veamos que la extensión central construida es α-central uni-
versal. Para ello, consideremos una extensión α-central 0 → (M,αM) j→
(K,αK)
pi→ (L, αL) → 0. Definimos la aplicación Φ : (uceLeibα (L), α) →
(K,αK) por Φ({αL(x1), αL(x2)}) = [αK(k1), αK(k2)] , siendo pi(ki) = xi, xi ∈
L, ki ∈ K, i = 1, 2. Φ es un homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz tal que
pi · Φ = Uα. En efecto:
Buena definición: si pi(ki) = xi = pi(k′i), i = 1, 2, entonces ki − k′i ∈
Ker(pi) = M , por lo que αK(ki) − αK(k′i) ∈ αM(M). De aquí, Φ({αL(x1),
αL(x2)}) = [αK(k1), αK(k2)] = [αK(k′1) + αM(m1), αL(k′2) + αM(m2)] =
[αK(k
′
1), αL(k
′
2)].
Obsérvese que en este paso es imprescindible la condición de α-centralidad
para tener garantizado que [αM(M), K] = 0 = [K,αM(M)].
Φ[{αL(x1), αL(x2)}, {αL(y1), αL(y2)}] = Φ{[αL(x1), αL(x2)], [αL(y1), αL(y2)]} =
[[αK(k1), αK(k2)], [αK(l1), αK(l2)]] = [Φ{αL(x1), αL(x2)},Φ{αL(y1), αL(y2)}],
siendo pi(ki) = xi, pi(li) = yi, i = 1, 2.
αK · Φ({αL(x1), αL(x2)}) = αK [{αK(k1), αK(k2)}] = [α2K(k1), α2K(k2)].
Φ · α{αL(x1), αL(x2)} = Φ{α2L(x1), α2L(x2)} = [α2K(k1), α2K(k2)].
pi · Φ{αL(x1), αL(x2)} = pi[αK(k1), αK(k2)] = [pi(αK(k1)), pi(αK(k2))] =
[αL(pi(k1)), αL(pi(k2))] = [αL(x1), αL(x2)] = Uα{αL(x1), αL(x2)}.
Para terminar la demostración, debemos probar que Φ es único: en primer
lugar, veamos que uceLeibα (L) es α-perfecta y, en consecuencia, según la Nota
3.2.3 b), será un álgebra Hom-Leibniz perfecta. En efecto,
[α{αL(x1), αL(x2)}, α{αL(y1), αL(y2)}] = {[α2L(x1), α2L(x2)], [α2L(y1), α2L(y2)]},
es decir, [α(uceLeibα (L)), α(uceLeibα (L))] ⊆ uceLeibα (L).
Para la inclusión inversa tenemos que:
{αL(x1), αL(x2)} = {αL[αL(l1), αL(l2)], αL[αL(l′1), αL(l′2)]} =
{[α2L(l1), α2L(l1)], [α2L(l′1), α2L(l′2)]} = [{α2L(l1), α2L(l2)}, {α2L(l′1), α2L(l′2)}],
para lo que hay que tener en cuenta que xi ∈ L = [αL(L), αL(L)].
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Ahora estamos en condiciones de aplicar el Lema 3.1.7, lo que se finaliza
la prueba (se puede conseguir una prueba alternativa de este hecho aplicando
el Lema 3.2.4). 2
Sea (L, αL) un álgebra Hom-Lie α−perfecta. Por el Teorema 3.2.5, (L, αL)
admite una extensión α-central universal
(
uceLieα (L) , α˜
)
en la categoría Hom-
Lie y una extensión α-central universal
(
uceLeibα (L) , α
)
en la categoría Hom-
Leibniz. El siguiente resultado proporciona una relación entre ambas exten-
siones.
Proposición 3.2.6
(
uceLeibα (L) , α
)
es la extensión central universal del ál-
gebra Hom-Lie α-perfecta
(
uceLieα (L) , α˜
)
en la categoría Hom-Leib.
Además hay un isomorfismo de álgebras Hom-Lie(
uceLieα (L) , α˜
) ∼= ((uceLeibα (L))Lie , αLie) .
Demostración. Por ser (L, αL) un álgebra Hom-Lie α-perfecta, entonces te-
nemos la situación descrita en el siguiente diagrama:
0 //
(
Ker (Uα) , α|
)
//
(
uceLeibα (L) , α
) Uα //
∃!Φ

(L, αL) // 0 (Hom− Leib)
0 //
(
Ker (uα) , α˜|
)
//
(
uceLieα (L) , α˜
) uα // (L, αL) // 0 (Hom− Lie)
Puesto que Uα :
(
uceLeibα (L) , α
) → (L, αL) es una extensión α-central uni-
versal, por la Nota 3.1.4, es una extensión central universal; dado que uα :(
uceLieα (L) , α˜
) → (L, αL) es una extensión central, entonces existe un único
homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz Φ :
(
uceLeibα (L) , α
)→ (uceLieα (L) , α˜)
tal que uα.Φ = Uα.
Únicamente falta por probar que la extensión
0→ (Ker (Φ) , α|)→ (uceLeibα (L) , α) Φ→ (uceLieα (L) , α˜)→ 0
es una extensión central universal en la categoría Hom-Leib.
En primer lugar, por construcción, tenemos que Ker(Φ) ⊆ Ker(Uα) ⊆
Z
(
uceLeibα (L)
)
.
Por otro lado, Φ es un homomorfismo sobreyectivo, ya que uceLieα (L) ⊆
Im (Φ) + Ker (uα). En efecto, para z′ ∈ uceLieα (L) , uα(z′) ∈ L, por lo que
existe un z ∈ uceLeibα (L) tal que Uα (z) = uα (z′), pero Uα = uα · Φ, por lo
que z′ − Φ (z) ∈ Ker (uα) y, en consecuencia, z′ ∈ Im (Φ) +Ker (uα).
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Al ser uα :
(
uceLieα (L) , α˜
) → (L, αL) una extensión α-central, entonces
por la Nota 1.5.5 es una extensión central universal y, por aplicación del
Lema 1.5.9 sabemos que
(
uceLieα (L) , α˜
)
es perfecta. Así:
uceLieα (L) =
[
uceLieα (L) , uce
Lie
α (L)
] ⊆ [Im (Φ) +Ker (uα) , Im (Φ) +Ker (uα)]
⊆ Im (Φ),
puesto que [Im (Φ) , Ker (uα)] = 0 = [Ker (uα) , Im (Φ)] por ser la extensión
central.
Verificamos a continuación que se satisfacen las condiciones del Teorema
3.1.12 b):
Al ser Uα :
(
uceLeibα (L) , α
) → (L, αL) una extensión α-central universal,
entonces por la Nota 3.1.4 es una extensión central universal y, por el Lema
3.1.8 sabemos que
(
uceLeibα (L) , α
)
es perfecta.
Veamos que cualquier extensión central de la forma 0 → (P, αP ) →
(K,αK)
ρ→ (uceLeibα (L) , α) es escindida. Para ello consideremos la extensión
composición Uα ·ρ : (K,αK)→ (L, αL), que es una extensión α−central debi-
do al Lema 3.1.11. Ahora la Definición 3.1.3 garantiza la existencia de un úni-
co homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz σ :
(
uceLeibα (L) , α
) → ( K,αK)
tal que Uα · ρ · σ = Uα. Puesto que también Uα · Id = Uα, entonces el Lema
3.1.7 implica que ρ · σ = Id.
Para probar el isomorfismo establecido en la segunda afirmación del teo-
rema, consideremos el siguiente diagrama: (
uceLeibα (L) , α
)ann
uu
uu(
uceLeibα (L) , α
) Uα //
Φ

uuuu
(L, αL) // 0
((
uceLeibα (L)
)
Lie
, αLie
)
Φ
)) ))
γ
22 22
(
uceLieα (L) , α
) uα // (L, αL) // 0
en el que Φ está inducido por Φ y γ por Uα.
γ :
((
uceLeibα (L)
)
Lie
, αLie
)→ (L, αL) es una extensión central ya que γ es
sobreyectivo por ser el segundo de una composición sobreyectiva, yKer (γ) ⊆
Z
((
uceLeibα (L)
)
Lie
)
ya que para x ∈ Ker (γ) e y ∈ (uceLeibα (L))Lie, [x, y] =
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[x, y] = 0, porque γ(x) = Uα(x) = 0, lo que implica que x ∈ Ker(Uα) ⊆
Z(uceLeibα (L)).
Como uα :
(
uceLieα (L) , α˜
)→ (L, αL) es una extensión α-central universal,
por lo tanto es una extensión central universal por la Nota 1.5.5, y dado que
γ :
((
uceLeibα (L)
)
Lie
, αLie
)→ (L, αL) es una extensión central, entonces existe
un único homomorfismo Ψ :
(
uceLieα (L) , α˜
)→ ((uceLeibα (L))Lie , αLie) tal que
γ ·Ψ = uα.
Para finalizar la prueba tenemos que verificar que Φ y Ψ son inversos. En
efecto,
uα ·
(
Φ ·Ψ) = (uα · Φ) ·Ψ = γ ·Ψ = uα,
y
γ · (Ψ · Φ) = (γ ·Ψ) · Φ = uα · Φ = γ.
Del Lema 3.1.7 y dado que
(
uceLieα (L) , α˜
)
y
((
uceLeibα (L)
)
Lie
, αLie
)
son
perfectas, se deduce que Φ ·Ψ = Ψ · Φ = Id. 2
Proposición 3.2.7 Sean (uceLie (L) , α˜) y (uceLeib (L) , α) las extensiones cen-
trales universales de un álgebra Hom-Lie perfecta (L, αL) en las categorías
Hom-Lie y Hom-Leib, respectivamente. Entonces,
(uceLie (L) , α˜) ' (uceLeib (L) , α)⇐⇒ Hα2 (L) ' HLα2 (L) .
Demostración. Si (L, αL) es perfecta en la categoría Hom-Lie, entonces tam-
bién es perfecta en la categoría Hom-Leib. En consecuencia, según los Teore-
mas 1.5.12 c) y 3.1.12 c), (L, αL) admite extensión central universal en cada
una de las categorías, por lo que se puede construir el siguiente diagrama
conmutativo:
0 // HLα2 (L) //
σ|

(uceLeib (L) , α)
UL //
∃!σ

(L, αL) // 0 (Hom− Leib)
0 // Hα2 (L) // (uceLie (L) , α˜)
uL // (L, αL) // 0 (Hom− Lie)
UL : (uceLeib (L) , α) → (L, αL) es una extensión central universal en la
categoría Hom-Leib y uL : (uceLie (L) , α˜) → (L, αL) es una extensión central
en la misma categoría, por lo tanto ∃!σ : (uceLeib (L) , α)→ (uceLie (L) , α˜) tal
que uL · σ = UL.
Si σ es un isomorfismo, entonces la restricción σ| también lo es, por lo
que Hα2 (L) ' HLα2 (L).
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Recíprocamente, si σ| : HLα2 (L)→ Hα2 (L) es un isomorfismo, por el Le-
ma de los cinco corto escindido (ver Definiciones 2.3.32 y 2.3.33 y Proposición
2.3.34) σ también lo es. 2
Nota 3.2.8 Cuando se consideran las álgebras de Leibniz como álgebras
Hom-Leibniz, es decir, cuando α = Id, entonces los resultados anteriores
proporcionan las relaciones existentes entre las extensiones centrales univer-
sales de un álgebra de Lie perfecta en las categorías de álgebras de Lie y de
Leibniz dados en [34].
3.3. Producto tensor no abeliano de álgebras
Hom-Leibniz
En esta sección introducimos un producto tensor no abeliano de álgebras
Hom-Leibniz que generaliza al correspondiente producto tensor no abeliano
de álgebras de Leibniz descrito en [35], estableciendo su relación con las exten-
siones centrales universales de álgebras Hom-Leibniz, relación que generaliza
la correspondiente en el contexto de álgebras de Leibniz [35].
Sean (M,αM) y (N,αN) Hom-ideales biláteros de un álgebra Hom-Leibniz
(L, αL). Entonces existe una Hom-acción de (N,αN) sobre (M,αM) y otra de
(M,αM) sobre (N,αN) dadas por el corchete en (L, αL) (ver Ejemplo 2.4.4
b)).
Sea M ∗K N el K-espacio vectorial generado por los símbolos m ∗ n y
n ∗m, con m ∈M y n ∈ N . Este K-espacio vectorial junto con la aplicación
K-lineal αM∗KN : M ∗ N → M ∗ N,αM∗KN (m ∗ n) = αM (m) ∗ αN (n) y
αM∗KN (n ∗m) = αN (n) ∗ αM (M) adquiere una estructura de Hom-espacio
vectorial.
Denotamos porDL(M,N) el subespacio vectorial generado por elementos
de la forma:
a) αM (m) ∗ [n, n′]− [m,n] ∗ αN (n′) + [m,n′] ∗ αN (n).
b) αN (n) ∗ [m,n′]− [n,m] ∗ αN (n′) + [n, n′] ∗ αM (m).
c) αN (n) ∗ [n′,m]− [n, n′] ∗ αM (m) + [n,m] ∗ αN (n′).
d) αN (n) ∗ [m,m′]− [n,m] ∗ αM (m′) + [n,m′] ∗ αM (m).
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e) αM (m) ∗ [m′, n]− [m,m′] ∗ αN (n) + [m,n] ∗ αM (m′).
f) αM (m) ∗ [n,m′]− [m,n] ∗ αM (m′) + [m,m′] ∗ αN (n).
g) [αM (m) , αN (n)]∗[[m′, n′] , [m′′, n′′]]−[[m,n] , [m′, n′]]∗[αM (m′′) , αN (n′′)]
+ [[m,n] , [m′′, n′′]] ∗ [αM (m′) , αN (n′)],
para todo m,m′ ∈M,n, n′ ∈ N .
Además αM∗KN(DL(M,N)) ⊆ DL(M,N). En efecto:
a)
αM∗KN (αM (m) ∗ [n, n′]− [m,n] ∗ αN (n′) + [m,n′] ∗ αN (n)) =
α2M (m) ∗ [αN(n), αN(n′)]− [αM(m), αN(n)] ∗ α2N (n′) + [αM(m), αN(n′)] ∗
α2N (n) ∈ DL(M,N)
b)
αM∗KN (αN (n) ∗ [m,n′]− [n,m] ∗ αN (n′) + [n, n′] ∗ αM (m)) =
α2N (n) ∗ [αM(m), αN(n′)]− [αN(n), αM(m)] ∗ α2N (n′) + [αN(n), αN(n′)] ∗
α2M (m) ∈ DL(M,N)
c)
αM∗KN (αN (n) ∗ [n′,m]− [n, n′] ∗ αM (m) + [n,m] ∗ αN (n′)) =
α2N (n) ∗ [αN(n′), αM(m)]− [αN(n), αN(n′)] ∗ α2M (m) + [αN(n), αM(m)] ∗
α2N (n
′) ∈ DL(M,N)
d)
αM∗KN (αN (n) ∗ [m,m′]− [n,m] ∗ αM (m′) + [n,m′] ∗ αM (m)) =
α2N (n) ∗ [αM(m), αM(m′)]− [αN(n), αM(m)] ∗ α2M (m′) + [αN(n), αM(m′)] ∗
α2M (m) ∈ DL(M,N)
e)
αM∗KN (αM (m) ∗ [m′, n]− [m,m′] ∗ αN (n) + [m,n] ∗ αM (m′)) =
α2M (m) ∗ [αM(m′), αN(n)]− [αM(m), αM(m′)] ∗ α2N (n) + [αM(m), αN(n)] ∗
α2M (m
′) ∈ DL(M,N)
f)
αM∗KN (αM (m) ∗ [n,m′]− [m,n] ∗ αM (m′) + [m,m′] ∗ αN (n)) =
α2M (m) ∗ [αN(n), αM(m′)]− [αM(m), αN(n)] ∗ α2M (m′) + [αM(m), αM(m′)] ∗
α2N (n) ∈ DL(M,N)
g)
αM∗KN ([αM (m) , αN (n)] ∗ [[m′, n′] , [m′′, n′′]]− [[m,n] , [m′, n′]] ∗
[αM (m
′′) , αN (n′′)] + [[m,n] , [m′′, n′′]] ∗ [αM (m′) , αN (n′)]) =
[α2M (m) , α
2
N (n)] ∗ [[αM (m′) , αN (n′)] , [αM (m′′) , αN (n′′)]]−
[[αM (m) , αN (n)] , [αM (m
′) , αN (n′)]] ∗ [α2M (m′′) , α2N (n′′)] +
[[αM (m) , αN (n)] , [αM (m
′′) , αN (n′′)]] ∗ [α2M (m′) , α2N (n′)] ∈ DL(M,N).
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Debido a la propiedad anterior, podemos construir el Hom-espacio vec-
torial cociente (M ∗K N/DL(M,N), αM∗KN), el cual está dotado de una es-
tructura de álgebra Hom-Leibniz mediante los siguientes corchetes en el que,
para simplificar la notación, las clases m ∗ n, n ∗m se denotan simplemente
por su representante m ∗ n, n ∗m, respectivamente,
[m ∗ n,m′ ∗ n′] = [m,n] ∗ [m′, n′] , [m ∗ n, n′ ∗m′] = [m,n] ∗ [n′,m′] ,
[n ∗m,m′ ∗ n′] = [n,m] ∗ [m′, n′] , [n ∗m,n′ ∗m′] = [n,m] ∗ [n′,m′] ,
(3.2)
y el endomorfismo inducido por αM∗KN , que denotaremos simplemente por
αM∗N . En efecto, para m∗n,m′ ∗n′,m′′ ∗n′′ ∈ (M ∗K N/DL(M,N), αM∗KN),
se verifican:
Identidad Hom-Leibniz:
[αM∗N (m ∗ n) , [m′ ∗ n′,m′′ ∗ n′′]]− [[m ∗ n,m′ ∗ n′] , αM∗N (m′′ ∗ n′′)] +
[[m ∗ n,m′′ ∗ n′′] , αM∗N (m′ ∗ n′)] =
[αM (m) ∗ αN (n) , [m′, n′] ∗ [m′′, n′′]]− [[m,n] ∗ [m′, n′] , αM (m′′) ∗ αN (n′′)] +
[[m,n] ∗ [m′′, n′′] , αM (m′) ∗ αN (n′)] =
[[αM (m) , αN (n)] ∗ [[m′, n′] , [m′′, n′′]]]−[[[m,n] , [m′, n′]] ∗ [αM (m′′) , αN (n′′)]]
+ [[[m,n] , [m′′, n′′]] ∗ [αM (m′) , αN (n′)]] ∈ DL(M,N) por la identidad g).
Multiplicativa:
αM∗N [m∗n,m′∗n′] = αM [m,n]∗αN [m′, n′] = [αM(m), αN(n)]∗[αM(m′), αN(n′)]
= [αM(m) ∗ αN(n), αM(m′) ∗ αN(n′)] = [αM∗N(m ∗ n), αM∗N(m′ ∗ n′)]
Cálculos rutinarios ponen de manifiesto que los corchetes se pueden ex-
tender por linealidad desde los generadores a cualquier elemento.
Definición 3.3.1 La anterior estructura de álgebra Hom-Leibniz construida
sobre (M ∗K N/DL(M,N), αM∗KN) se llama de producto tensor no-abeliano
de los Hom-ideales biláteros (M,αM) y (N,αN) y se denota por (M ∗N,αM∗N).
Nota 3.3.2 Nótese que para αL = IdL el álgebra de Leibniz (M ∗N,αM∗N)
es el producto tensor no-abeliano de los ideales biláteros M y N del álgebra
de Leibniz L dado en [35].
El producto tensor no abeliano también puede ser definido mediante una
propiedad universal del siguiente modo.
A partir de ahora, asumimos que (M,αM) y (N,αN) son álgebras Hom-
Leibniz dotadas de una Hom-acción de (M,αM) sobre (N,αN) y otra de
(N,αN) sobre (M,αM). Por ejemplo, si (M,αM) y (N,αN) son Hom-ideales
biláteros de un álgebra Hom-Leibniz (L, αL), entonces las acciones están des-
critas en el Ejemplo 2.4.4 b).
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Definición 3.3.3 Para cualquier álgebra Hom-Leibniz (L, αL), una paridad
Hom-Leibniz consiste en dos aplicaciones K-bilineales h1 : (M,αM)×(N,αN)
→ (L, αL) y h2 : (N,αN) × (M,αM) → (L, αL) que satisfacen las siguientes
propiedades:
a) h1 (αM (m) , [n, n′]) = h1 ([m,n] , αN (n′))− h1 ([m,n′] , αN (n)) .
b) h2 (αN (n) , [m,m′]) = h2 ([n,m] , αM (m′))− h2 ([n,m′] , αM (m)) .
c) h1 ([m,m′] , αN (n)) = h2 ([m,n] , αM (m′))− h1 (αM (m) , [n,m′]) .
d) h2 ([n, n′] , αM (m)) = h1 ([n,m] , αN (n′))− h2 (αN (n) , [m,n′]) .
e) h1 (αM (m) , [m′, n]) = −h1 (αM (m) , [n,m′]) .
f) h2 (αN (n) , [n′,m]) = −h2 (αN (n) , [m,n′]) .
g) h1 ([m,n] , [m′, n′]) = [h1 (m,n) , h1 (m′, n′)] = h2 ([m,n] , [m′, n′]) .
h) h1 ([n,m] , [n′,m′]) = [h2 (n,m) , h2 (n′,m′)] = h2 ([n,m] , [n′,m′]) .
i) h1 ([m,n] , [n′,m′]) = [h1 (m,n) , h2 (n′,m′)] = h2 ([m,n] , [n′,m′]) .
j) h1 ([n,m] , [m′, n′]) = [h2 (n,m) , h1 (m′, n′)] = h2 ([n,m] , [m′, n′]) .
k) h1 · (αM × αN) = αL · h1.
l) h2 · (αN × αM) = αL · h2,
para todo m,m′ ∈M y n, n′ ∈ N .
Ejemplo 3.3.4
a) Si en la Definición 3.3.3 consideramos el caso αL = IdL, αM = IdM y
αN = IdN , entonces se recupera la definición de paridad de Leibniz dada en
[35].
b) Sean (M,αM) y (N,αN) Hom-ideales biláteros de un álgebra Hom-
Leibniz (L, αL), entonces las aplicaciones K-bilineales h1 : (M,αM)×(N,αN)
→ (M ∩N,αM∩N) y h2 : (N,αN) × (M,αM) → (M ∩N,αM∩N) dadas por
h1 (m,n) = [m,n] y h2 (n,m) = [n,m] son una paridad Hom-Leibniz. En
efecto:
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a)
h1 (αM (m) , [n, n
′])− h1 ([m,n] , αN (n′)) + h1 ([m,n′] , αN (n)) =
[αM (m) , [n, n
′]]− [[m,n] , αN (n′)] + [[m,n′] , αN (n)] = 0.
b)
h2 (αN (n) , [m,m
′])− h2 ([n,m] , αM (m′)) + h2 ([n,m′] , αM (m)) =
[αN (n) , [m,m
′]]− [[n,m] , αM (m′)] + [[n,m′] , αM (m)] = 0.
c)
h1 ([m,m
′] , αN (n))− h2 ([m,n] , αM (m′)) + h1 (αM (m) , [n,m′]) =
[[m,m′] , αN (n)]− [[m,n] , αM (m′)] + [αM (m) , [n,m′]] = 0.
d)
h2 ([n, n
′] , αM (m))− h1 ([n,m] , αN (n′)) + h2 (αN (n) , [m,n′]) =
[[n, n′] , αM (m)]− [[n,m] , αN (n′)] + [αN (n) , [m,n′]] = 0.
e)
h1 (αM (m) , [m
′, n]) + h1 (αM (m) , [n,m′]) =
[αM (m) , [m
′, n]] + [αM (m) , [n,m′]] = 0
debido a 2.4.3 e) y f).
f)
h2 (αN (n) , [n
′,m]) + h2 (αN (n) , [m,n′]) =
[αN (n) , [n
′,m]] + [αN (n) , [m,n′]] = 0
debido a 2.4.3 b) y c).
g)
h1 ([m,n] , [m
′, n′])− [h1 (m,n) , h1 (m′, n′)] =
[[m,n] , [m′, n′]]− [[m,n] , [m′, n′]] = 0.
[h1 (m,n) , h1 (m
′, n′)]− h2 ([m,n] , [m′, n′]) =
[[m,n] , [m′, n′]]− [[m,n] , [m′, n′]] = 0.
h)
h1 ([n,m] , [n
′,m′])− [h2 (n,m) , h2 (n′,m′)] =
[[n,m] , [n′,m′]]− [[n,m] , [n′,m′]] = 0.
[h2 (n,m) , h2 (n
′,m′)]− h2 ([n,m] , [n′,m′]) =
[[n,m] , [n′,m′]]− [[n,m] , [n′,m′]] = 0.
i)
h1 ([m,n] , [n
′,m′])− [h1 (m,n) , h2 (n′,m′)] =
[[m,n] , [n′,m′]]− [[m,n] , [n′,m′]] = 0.
[h1 (m,n) , h2 (n
′,m′)]− h2 ([m,n] , [n′,m′]) =
[[m,n] , [n′,m′]]− [[m,n] , [n′,m′]].
j)
h1 ([n,m] , [m
′, n′])− [h2 (n,m) , h1 (m′, n′)] =
[[n,m] , [m′, n′]]− [[n,m] , [m′, n′]] = 0.
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[h2 (n,m) , h1 (m
′, n′)]− h2 ([n,m] , [m′, n′]) =
[[n,m] , [m′, n′]]− [[n,m] , [m′, n′]] = 0.
k)
h1 ((αM × αN) (m ∗ n))− αL (h1(m ∗ n)) =
h1 (αM (m) ∗ αN (n))− αL [m,n] =
[αM (m) , αN (n)]− [αM (m) , αN (n)] = 0.
l)
h2 ((αN × αM) (n ∗m))− αL (h2(n ∗m)) =
h1 (αN (n) ∗ αM (m))− αL [n,m] =
[αN (n) , αM (m)]− [αN (n) , αM (m)] = 0.
Definición 3.3.5 Una paridad Hom-Leibniz h1 : (M,αM) × (N,αN) →
(L, αL) y h2 : (N,αN) × (M,αM) → (L, αL) se dice que es universal si
para cualquier otra paridad Hom-Leibniz h′1 : (M,αM)× (N,αN)→ (L′, αL′)
y h′2 : (N,αN) × (M,αM) → (L′, αL′) existe un único homomorfismo de
álgebras Hom-Leibniz θ : (L, αL)→ (L′, αL′) tal que:
θ · h1 = h′1; θ · h2 = h′2
Claramente, si h1, h2 es una paridad universal, entonces (L, αL) está de-
terminado salvo isomorfismos por (M,αM) , (N,αN) y las acciones.
Proposición 3.3.6 Sean (M,αM) y (N,αN) Hom-ideales biláteros de un
álgebra Hom-Leibniz (L, αL). Las aplicaciones
h1 : (M,αM)× (N,αN)→ (M ∗N,αM∗N) , (m,n) 7→ m ∗ n
y
h2 : (N,αN)× (M,αM)→ (M ∗N,αM∗N) , (n,m) 7→ n ∗m
son una paridad Hom-Leibniz universal.
Demostración.
a)
h1 (αM (m) , [n, n
′])− h1 ([m,n] , αN (n′)) + h1 ([m,n′] , αN (n)) =
αM (m) ∗ [n, n′]− [m,n] ∗ αN (n′) + [m,n′] ∗ αN (n) = 0
por la relación a) en DL(M,N).
b)
h2 (αN (n) , [m,m
′])− h2 ([n,m] , αM (m′)) + h2 ([n,m′] , αM (m)) =
αN (n) ∗ [m,m′]− [n,m] ∗ αM (m′) + [n,m′] ∗ αM (m) = 0
por la relación d) en DL(M,N).
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c)
h1 ([m,m
′] , αN (n))− h2 ([m,n] , αM (m′)) + h1 (αM (m) , [n,m′]) =
[m,m′] ∗ αN (n)− [m,n] ∗ αM (m′) + αM (m) ∗ [n,m′] = 0
por la relación f) en DL(M,N).
d)
h2 ([n, n
′] , αM (m))− h1 ([n,m] , αN (n′)) + h2 (αN (n) , [m,n′]) =
[n, n′] ∗ αM (m)− [n,m] ∗ αN (n′) + αN (n) ∗ [m,n′] = 0
por la relación b) en DL(M,N).
e)
h1 (αM (m) , [m
′, n]) + h1 (αM (m) , [n,m′]) =
αM (m) ∗ [m′, n] + αM (m) ∗ [n,m′] = 0
por las relaciones e) y f) en DL(M,N).
f)
h2 (αN (n) , [n
′,m]) + h2 (αN (n) , [m,n′]) =
αN (n) ∗ [n′,m] + αN (n) ∗ [m,n′]
por las relaciones b) y c) en DL(M,N).
g)
h1 ([m,n] , [m
′, n′])− [h1 (m,n) , h1 (m′, n′)] =
[m,n] ∗ [m′, n′]− [m ∗ n,m′ ∗ n′] = 0.
[h1 (m,n) , h1 (m
′, n′)]− h2 ([m,n] , [m′, n′]) =
[m ∗ n,m′ ∗ n′]− [m,n] ∗ [m′, n′] = 0.
h)
h1 ([n,m] , [n
′,m′])− [h2 (n,m) , h2 (n′, n′)] =
[n,m] ∗ [n′,m′]− [n ∗m,n′ ∗m′] = 0.
[h2 (n,m) , h2 (n
′, n′)]− h2 ([n,m] , [n′,m′]) =
[n ∗m,n′ ∗m′]− [n,m] ∗ [n′,m′] = 0.
i)
h1 ([m,n] , [n
′,m′])− [h1 (m,n) , h2 (n′,m′)] =
[m,n] ∗ [n′,m′]− [m ∗ n, n′ ∗m′] = 0.
[h1 (m,n) , h2 (n
′,m′)]− h2 ([m,n] , [n′,m′]) =
[m ∗ n, n′ ∗m′]− [m,n] ∗ [n′,m′] = 0.
j)
h1 ([n,m] , [m
′, n′])− [h2 (n,m) , h1 (m′, n′)] =
[n,m] ∗ [m′, n′]− [n ∗m,m′ ∗ n′] = 0.
[h2 (n,m) , h1 (m
′, n′)]− h2 ([n,m] , [m′, n′]) =
[n ∗m,m′ ∗ n′]− [n,m] ∗ [m′, n′] = 0.
k)
h1 ((αM × αN) (m,n))− αM∗N (h1 (m,n)) =
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h1 (αM (m) , αN (n))− αM∗N (m ∗ n) =
αM (m) ∗ αN (n)− αM∗N (m ∗ n) = 0.
l)
h2 ((αN × αM) (n,m))− αM∗N (h2 (n,m)) =
h2 (αN (n) , αM (m))− αM∗N (n ∗m) =
αN (n) ∗ αM (m)− αM∗N (n ∗m) = 0.
Para la universalidad, supongamos que h′1 : (M,αM)×(N,αN)→ (L′, αL′)
y h′2 : (N,αN) × (M,αM) → (L′, αL′) es otra paridad Hom-Leibniz, en-
tonces θ : (M ∗N,αM∗N) → (L′, αL′) definido por θ (m ∗ n) = h′1 (m,n) y
θ (n ∗m) = h′2 (n,m) satisface las propiedades requeridas. En efecto,
θ (h1 (m,n)) = θ (m ∗ n) = h′1 (m,n) .
θ (h2 (n,m)) = θ (n ∗m) = h′2 (n,m) .
θ[m ∗ n,m′ ∗ n′] = θ([m,n] ∗ [m′, n′]) = h′1([m,n], [m′, n′]) =
[h′1(m,n), h
′
1(m
′, n′)] = [θ(m ∗ n), θ(m′ ∗ n′)].
αL′ (θ (m ∗ n)) = αL′ (h′1 (m,n)) = h′1 (αM × αN (m,n)) =
h′1 (αM (m) , αN (n)) = θ (αM (m) ∗ αN (n)) = θ (αM∗N (m ∗ n)) .
αL′ (θ (n ∗m)) = αL′ (h′2 (n,m)) = h′2 (αN × αM (n,m)) =
h′2 (αN (n) , αM (m)) = θ (αN (n) ∗ αM (m)) = θ (αM∗N (n ∗m)) .
Obviamente θ es único por definición. 2
Dados dos Hom-ideales biláteros (M,αM) y (N,αN) de un álgebra Hom-
Leibniz (L, αL), existe un homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz ψ : (M ∗N,
αM∗N) → (M ∩N,αM∩N) dado por ψ (m ∗ n) = [m,n], ψ (n ∗m) = [n,m].
En particular, cuando M = N = L, por las relaciones (3.2), es inmedia-
to que ψ : (L ∗ L, αL∗L)→
(
[L,L] , αL|
)
es una extensión central del álgebra
Hom-Leibniz
(
[L,L] , αL|
)
. Efectivamente, ψ es un homomorfismo de álgebras
Hom-Leibniz, ya que
ψ [m ∗ n,m′ ∗ n′] = ψ ([m,n] ∗ [m′, n′]) = [[m,n] , [m′, n′]] =
[ψ (m ∗ n) , ψ (m′ ∗ n′)], para todo m,m′, n, n′ ∈M ∩N .
ψ (αM∗N (m ∗ n)) = ψ (αM (m) ∗ αN (n)) = [αM (m) , αN (n)] =
αM∩N [m,n] = αM∩N (ψ (m ∗ n)), para todo m,n ∈M ∩N .
Para x ∗ y ∈ Ker (ψ), x′ ∗ y′ ∈ L ∗ L, se verifica que [x ∗ y, x′ ∗ y′] =
[x, y]∗[x′, y′] = 0 = [x′, y′]∗[x, y] = [x′∗y′, x∗y], es decirKer (ψ) ⊆ Z (L ∗ L).
Teorema 3.3.7 Si el álgebra Hom-Leibniz (L, αL) es perfecta, entonces la
extensión central, ψ : (L ∗ L, αL∗L) (L, αL) es la extensión central univer-
sal de (L, αL).
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Demostración. Sea 0 → (Ker (φ) , αC|) i→ (C, αC) φ→ (L, αL) → 0 una
extensión central de (L, αL).
Ya que, Ker (φ) ⊆ Z (C), tenemos un homomorfismo de álgebras Hom-
Leibniz bien definido f : L∗L→ C dado sobre los generadores por f (l ∗ l′) =
[cl, cl′ ], donde cl y cl′ son cualesquiera elementos en φ−1 (l) y φ−1 (l′), respec-
tivamente. Efectivamente, f es un homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz,
pues:
f [l ∗ l′, l′′ ∗ l′′′] = f ([l, l′] ∗ [l′′, l′′′]) = [c[l,l′], c[l′′,l′′′]] = [[cl, cl′ ] , [cl′′ , cl′′′ ]] =
[f (l ∗ l′) , f (l′′ ∗ l′′′)]
y
f (αL∗L (l ∗ l′)) = f (αL (l) ∗ αL (l′)) = [cαL(l), cαL(l′)] = [αC (cl) , αC (cl′)] =
αC [cl, cl′ ] = αC (f (l ∗ l′)).
La buena definición viene del hecho de que si cl = φ−1(l) = cl1 , entonces
cl − cl1 ∈ Ker(φ) ⊆ Z(C).
Por otro lado,
φ (f (l ∗ l′)) = φ [cl, cl′ ] = φ [φ−1 (l) , φ−1 (l′)] = [l, l′] = ψ (l ∗ l′).
Finalmente, la perfección de (L, αL) implica que (L ∗ L, αL∗L) también es
perfecta, ya que de las relaciones (3.2) inmediatamente se sigue que L ∗ L =
[L,L] ∗ [L,L] = [L ∗ L,L ∗ L].
Ahora el Lema 3.1.7 finaliza la prueba. 2
Nota 3.3.8 Si (L, αL) es un álgebra Hom-Leibniz perfecta, entonces Ker (ψ)∼= HLα2 (L) por el Teorema 3.1.12 d).
Ya que las extensiones centrales universales de álgebras Hom-Leibniz per-
fectas están unívocamente determinadas salvo isomorfismos, entonces (L ∗ L,
αL∗L) ∼= (uce(L), α˜) por medio del isomorfismo ϕ : (L ∗ L, αL∗L)→ (uce(L), α˜) ,
ϕ (l ∗ l′) = {l, l′}.
Teorema 3.3.9 Sea (M,αM) un Hom-ideal bilátero de un álgebra Hom-
Leibniz perfecta (L, αL). Entonces existe una secuencia exacta
Ker
(
L ∗M +M ∗ L ψ|→M
)
→ HLα2 (L)→ HLα2
(
L
M
)
→ M
[L,M ] + [M,L]
→ 0
Demostración. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de álgebras
Hom-Leibniz en el que pi denota la proyección canónica sobre el cociente
0 // (L ∗M +M ∗ L, αL∗L|) //
ψ|

(L ∗ L, αL∗L) pi∗pi //
ψ

( L
M
∗ L
M
, αL∗L) //
ψ

0
0 // (M,αM) // (L, αL)
pi // ( L
M
, αL) // 0
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Aplicando el Lema de la serpiente (ver Proposiciones 2.3.46 y 2.3.38), se
obtiene la siguiente sucesión exacta,
Ker(ψ|)→ Ker(ψ)→ Ker(ψ)→ Coker(ψ|)→ Coker(ψ)→ Coker(ψ)→ 0
en la que Ker
(
ψ|
) ∼= Ker (ψ| : L ∗M +M ∗ L→M); Ker (ψ) ∼= HLα2 (L)
y Ker
(
ψ
) ∼= HLα2 (L/M) debido a la Nota 3.3.8; Coker (ψ|) ∼= M/([L,M ]⊕
[M,L]) y Coker (ψ) = Coker
(
ψ
)
= 0. 2
Nota 3.3.10 Si αL = IdL en el Teorema 3.3.9, entonces la sucesión exac-
ta obtenida coincide con la correspondiente sucesión exacta de álgebras de
Leibniz obtenida en [15].
Ahora supondremos que (L, αL) es un álgebra Hom-Leibniz α−perfecta.
El homomorfismo ϕ : αL (L)∗αL (L)→ [αL (L) , αL (L)] , ϕ (αL (l1) ∗ αL (l2)) =
[αL (l1) , αL (l2)] es una extensión central de álgebras Hom-Leibniz.
Teorema 3.3.11 Si el álgebra Hom-Leibniz (L, αL) es α−perfecta, enton-
ces la extensión central, ϕ :
(
αL (L) ∗ αL (L) , ααL(L)∗αL(L)
)
 (L, αL) es la
extensión α−central universal de (L, αL) .
Demostración. Sea 0→ (Ker (ξ) , αC|) i→ (C, αC) ξ→ (L, αL)→ 0 una exten-
sión α−central de (L, αL). Ya que, αC| (Ker (ξ)) ⊆ Z (C), tenemos un ho-
momorfismo de álgebras Hom-Leibniz bien definido g : αL (L) ∗ αL (L)→ C
dado sobre los generadores por g (αL (l) ∗ αL (l′)) = [αC (cl) , αC (cl′)], don-
de cl y cl′ son cualesquiera elementos en ξ−1 (l) y ξ−1 (l′), respectivamente.
Efectivamente g es un homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz, pues:
g [(αL (l) ∗ αL (l′)) , (αL (l′′) ∗ αL (l′′′))] = g ([αL (l) , αL (l′)] ∗ [αL (l′′) , αL (l′′′)])
= [αC(c[l,l′]), αC(c[l′′,l′′′])] = [[αC (cl) , αC (cl′)] , [αC (cl′′) , αC (cl′′′)]]
= [g (αL (l) ∗ αL (l′)) , g (αL (l′′) ∗ αL (l′′′))].
g
(
ααL(L)∗αL(L) (αL (l) ∗ αL (l′))
)
= g (α2L (l) ∗ α2L (l′)) =
[αC(cαL(l)), αC(cαL(l′)) = αC [αC (cl) , αC (cl′)] = αC (g (αL (l) ∗ αL (l′))).
La buena definición viene del hecho de que si cl = ξ−1(l) = cl1 , entonces
cl1−cl = ml ∈ Ker(ξ), de donde [αC(cl1), αC(cl′1)] = [αC(cl+ml), αC(cl′+ml′ ]
= [αC(cl), αC(cl′ ], ya que ml,ml′ ∈ Ker(ξ) y αC(Ker(ξ)) ⊆ Z(C).
Por otro lado, ξ (g (αL (l) ∗ αL (l′))) = ξ [αC (cl) , αC (cl′)] = ξ [αC(ξ−1(l)),
αC(ξ
−1(l′))] = αL · ξ [ξ−1 (l) , ξ−1 (l′)] = [αL (l) , αL (l′)] = ϕ (αL (l) ∗ αL (l′)) .
Finalmente, puesto que (L, αL) es α−perfecta, entonces (αL (L) ∗ αL (L) ,
ααL(L)∗αL(L)
)
también es α−perfecta, ya que de la igualdad (3.2) se sigue que
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L∗L = [αL (L) , αL (L)]∗[αL (L) , αL (L)] ⊆ [αL (L) ∗ αL (L) , αL (L) ∗ αL (L)],
siendo la otra inclusión inmediata.
Ahora el Lema 3.2.4 finaliza la prueba. 2
Nota 3.3.12 Ya que las extensiones α−centrales universales de álgebras
Hom-Leibniz α−perfectas son únicas salvo isomorfismos, entonces(
αL (L) ∗ αL (L) , ααL(L)∗αL(L)
) ∼= (uceLeibα (L), α)
por medio del isomorfismo ρ :
(
αL (L) ∗ αL (L) , ααL(L)∗αL(L)
)→ (uceLeibα (L), α) ,
ρ (αL (l) ∗ αL (l′)) = {αL (l) , αL (l′)}.
Ahora analizaremos las correspondientes relaciones entre el producto ten-
sor no abeliano de álgebras Hom-Lie y las extensiones α-centrales universales,
para ello supondremos que (L, αL) es un álgebra Hom-Lie α-perfecta. El ho-
momorfismo de álgebras Hom-Lie ϕ : αL (L) ⊗ αL (L) → [αL (L) , αL (L)] ,
ϕ (αL (l1)⊗ αL (l2)) = [αL (l1) , αL (l2)] es una extensión central. Además,
como (L, αL) es un álgebra Hom-Lie α-perfecta, entonces αL (L)⊗ αL (L) ∼=
αL (L) ∧ αL (L).
Teorema 3.3.13 Si el álgebra Hom-Lie (L, αL) es α-perfecta, entonces la
extensión central, ϕ :
(
αL (L)⊗ αL (L) , ααL(L)⊗αL(L)
)
 (L, αL) es la exten-
sión α-central universal de (L, αL).
Demostración. Sea 0 → (Ker(ξ), αC|) i→ (C, αC) ξ→ (L, αL) → 0 una ex-
tensión α-central de (L, αL). Puesto que αC| (Ker (ξ)) ⊆ Z (C), tenemos un
homomorfismo de álgebras Hom-Lie bien definido g : αL (L) ⊗ αL (L) → C
dado sobre los generadores por g (αL (l)⊗ αL (l′)) = [αC (cl) , αC (cl′)], don-
de cl y cl′ son cualesquiera elementos en ξ−1 (l) y ξ−1 (l′), respectivamente.
Efectivamente g es un homomorfismo de álgebras Hom-Lie, pues:
g [αL (l)⊗ αL (l′) , αL (l′′)⊗ αL (l′′′)] = g ([αL (l) , αL (l′)]⊗ [αL (l′′) , αL (l′′′)]) =
[αC(c[l,l′]), αC(c[l′′,l′′′])] = [[αC (cl) , αC (cl′)] , [αC (cl′′) , αC (cl′′′)]] =
[g (αL (l) ⊗αL (l′)) , g (αL (l′′)⊗ αL (l′′′))].
g
(
ααL(L)⊗αL(L) (αL (l)⊗ αL (l′))
)
= g (α2L (l)⊗ α2L (l′)) =
[αC(cαL(l)), αC(cαL(l′))] = αC [αC (cl) , αC (cl′)] = αC (g (αL (l)⊗ αL (l′))).
La buena definición viene del hecho que si cl = ξ−1(l) = cl1 , entonces cl1−
cl = ml ∈ Ker(ξ), por lo que [αC(cl1), αC(cl′1)] = [αC(cl +ml), αC(cl′ +ml′)]
= [αC(cl), αC(cl′)], ya que ml,ml′ ∈ Ker(ξ) y αC(Ker(ξ)) ⊆ Z(C).
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Por otro lado, ξ (g (αL (l)⊗ αL (l′))) = ξ [αC (cl) , αC (cl′)] = ξ[αC(ξ−1(l)),
αC(ξ
−1(l′))] = αL · ξ[ξ−1(l), ξ−1(l′)] = [αL (l) , αL (l′)] = ϕ (αL (l)⊗ αL (l′)) .
Finalmente, el hecho de ser (L, αL) α-perfecta implica que (αL(L)⊗ αL(L),
ααL(L)⊗αL(L)
)
también es α-perfecta, ya que de la igualdad (1.3) se sigue que
L⊗L = [αL (L) , αL (L)]⊗[αL (L) , αL (L)] ⊆ [αL (L)⊗ αL (L) , αL (L)⊗ αL (L)],
siendo la otra inclusión inmediata.
Ahora el Lema 3.2.4 finaliza la prueba. 2
Nota 3.3.14 Ya que las extensiones α−centrales universales de álgebras
Hom-Lie α−perfectas son únicas salvo isomorfismos, entonces(
αL (L)⊗ αL (L) , ααL(L)⊗αL(L)
) ∼= (uceLieα (L), α˜)
por medio del isomorfismo ρ :
(
αL (L)⊗ αL (L) , ααL(L)⊗αL(L)
)→ (uceLieα (L), α˜) ,
ρ (αL (l)⊗ αL (l′)) = {αL (l) , αL (l′)}.
3.4. Propiedades funtoriales
En esta sección se analizarán las propiedades de los funtores extensión
central universal y extensión α-central universal.
Definición 3.4.1 Un álgebra Hom-Leibniz (L, αL) se dice que es central-
mente cerrada si su extensión central universal es
0→ 0→ (L, αL) ∼→ (L, αL)→ 0
es decir, HLα2 (L) = 0 y (uce (L) , α) ∼= (L, αL).
Un álgebra Hom-Leibniz (L, αL) se dice que es superperfecta si HLα1 (L) =
HLα2 (L) = 0.
Corolario 3.4.2 Si 0 → (Ker(Uα), αK|)→ (K,αK) Uα→ (L, αL) → 0 es la
extensión α−central universal de un álgebra Hom-Leibniz α-perfecta (L, αL),
entonces (K,αK) es centralmente cerrada.
Demostración. Por el Corolario 3.1.13 a), HLα1 (K) = HL
α
2 (K) = 0.
HLα1 (K) = 0 si, y solo si, (K,αK) es perfecta. El Teorema 3.1.12 c)
garantiza que posee una extensión central universal de la forma
0→ (HLα2 (K), α|)→ (uce(K), α) UK→ (K,αK)→ 0
Puesto que HLα2 (K) = 0, entonces UK es un isomorfismo. 2
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Lema 3.4.3 Sea pi : (K,αK)  (L, αL) una extensión central con (L, αL)
un álgebra Hom-Leibniz perfecta. Entonces se verifican las siguientes afirma-
ciones:
a) K = [K,K] +Ker(pi) y pi :
(
[K,K] , α
K |
)
 (L, αL) es un epimorfismo
con
(
[K,K] , αK|
)
un álgebra Hom-Leibniz perfecta.
b) pi (Z(K)) ⊆ Z(L) y αL(Z(L)) ⊆ pi(Z(K)).
Demostración.
a) Considerando el siguiente diagrama(
Ker(pi) ∩ [K,K] , αK|
)
// //


(
[K,K] , αK|
) pi // //


(
[L,L] , αL|
)
(
Ker(pi), αK|
)

// // (K,αK)
pi // //

(L, αL)

∗ // // (K/ [K,K] , αK) // // (L/ [L,L] , αL)
Por [70] se tiene la sucesión exacta 0 → (Ker(pi) + [K,K], αK|) →
(K,αK) → (L/ [L,L] , αL) → 0, en la que (L, αL) es perfecta, por lo que
L/ [L,L] = 0.
Obviamente, por el Lema de los 9 (ver consecuencias de la Proposición
2.3.38), pi :
(
[K,K] , αK|
)→ ([L,L] , αL|) es sobreyectiva.
Finalmente, veamos que
(
[K,K] , αK|
)
es un álgebra Hom-Leibniz per-
fecta. En efecto, es obvio que [[K,K] , [K,K]] ⊆ [K,K]. Para comprobar
la inclusión inversa, tenemos que para cualquier x, y ∈ K, se verifica que
pi (x) =
∑
i
λi [li1, li2] y pi (y) =
∑
j
µj
[
l′j1, l
′
j2
]
con li1, li2, l′j1, l′j2 ∈ L, ya que
(L, αL) es perfecta.
Como pi es sobreyectiva, ∃xik, yik ∈ K | pi (xik) = lik y pi (yik) = l′ik, k =
1, 2. Por lo tanto
pi (x) =
∑
i
λi [li1, li2] =
∑
i
λi [pi (xi1) , pi (xi2)] =
∑
i
λipi [xi1, xi2] =
pi
(∑
i
λi [xi1, xi2]
)
.
pi (y) =
∑
j
µj
[
l′j1, l
′
j2
]
=
∑
j
µj [pi (yj1) , pi (yj2)] =
∑
j
µjpi [yj1, yj2] =
pi
(∑
j
µj [yj1, yj2]
)
.
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De aquí, x −∑
i
λi [xi1, xi2] ∈ Ker(pi) e y −
∑
j
µj [yj1, yj2] ∈ Ker(pi). Es
decir, x =
∑
i
λi [xi1, xi2] + n1, para n1 ∈ Ker(pi) e y =
∑
j
µj [yj1, yj2] + n2,
para n2 ∈ Ker(pi).
[x, y] =
[∑
i
λi [xi1, xi2] + n1,
∑
j
µj [yj1, yj2] + n2
]
=
∑
i,j
λiµj [[xi1, xi2] , [yj1, yj2]]
+
[∑
i
λi [xi1, xi2] , n2
]
+
[
n1,
∑
j
µj [yj1, yj2]
]
+ [n1, n2] .
Puesto que la extensión es central, se tiene que
[∑
i
λi [xi1, xi2] , n2
]
=[
n1,
∑
j
µj [yj1, yj2]
]
= [n1, n2] = 0, entonces [x, y] =
∑
i,j
λiµj [[xi1, xi2] , [yj1, yj2]] .
b) pi (Z(K)) ⊆ Z(L): sea x ∈ Z(K), entonces para todo l ∈ L existe
k ∈ K tal que pi (k) = l, y por tanto:
[pi (x) , l] = [pi (x) , pi (k)] = pi [x, k] = pi (0) = 0.
[l, pi (x)] = [pi (k) , pi (x)] = pi [k, x] = pi (0) = 0.
αL(Z(L)) ⊆ pi (Z(K)): sea y ∈ Z(L), tenemos que probar que existe
x ∈ Z(K) tal que pi(x) = y.
Como pi es sobreyectiva, ∃ x, k ∈ K | pi (x) = y y pi (k) = l, ∀y, l ∈ L,
por lo que [y, l] = [pi (x) , pi (k)] = pi [x, k] = 0, luego, [x, k] ∈ Ker(pi) ⊆
Z(K),∀k ∈ K; [l, y] = [pi (k) , pi (x)] = pi [k, x] = 0, luego, [k, x] ∈ Ker(pi) ⊆
Z(K),∀k ∈ K.
Puesto que αL(y) = αL(pi(x)) = pi(αK(x)), basta con verificar que αK(x) ∈
Z(K). En efecto, cualquier k ∈ K es de la forma k =
∑
i
λi[ki1 , ki2 ] + n,
n ∈ Ker(pi), tal y como se ha visto en el apartado anterior, por lo que:
[αK(x), k] = [αK(x),
∑
i
λi[ki1 , ki2 ]+n] =
∑
i
λi[αK(x), [ki1 , ki2 ]]+[αK(x), n] =∑
i
λi[[x, ki1 ], αK(ki2)]−
∑
i
λi[[x, ki2 ], αK(ki1)] = 0. 2
Definición 3.4.4 Un álgebra Hom-Leibniz (L, αL) se dice que es simplemen-
te conexa si cada extensión central τ : (F, αF )  (L, αL) escinde de forma
única como el producto de álgebras Hom-Leibniz (F, αF ) =
(
Ker (τ) , αF |
)×
(L, αL).
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Proposición 3.4.5 Para un álgebra Hom-Leibniz perfecta (L, αL), los si-
guientes apartados son equivalentes:
a) (L, αL) es simplemente conexa.
b) (L, αL) es centralmente cerrada.
Si u : (L, αL) (M,αM) es una extensión central, entonces:
c) El apartado a) (respectivamente, el b)) implica que u : (L, αL) 
(M,αM) es una extensión central universal.
d) Si u : (L, αL) (M,αM) es además α-central universal, entonces a) y
b) son ciertos.
Demostración. a) ⇒ b) Sea 0→ (HLα2 (L) , α|)→ (uce (L) , α) UL→ (L, αL)→
0 la extensión central universal del álgebra Hom-Leibniz perfecta (L, αL),
entonces es escindida, es decir, existe σ : (L, αL) → (uce (L) , α) tal que
UL ·σ = Iduce(L). Por lo tanto, existe un isomorfismo uce (L) ∼= L y HLα2 (L) =
0, lo que significa que (L, αL) es centralmente cerrada.
b) ⇒ a) Si (L, αL) es centralmente cerrada, significa que su extensión
central universal es de la forma 0 → 0 → (L, αL) ∼→ (L, αL) → 0. Por lo
tanto, cualquier extensión central 0 → (N,αN) → (K,αK) pi→ (L, αL) → 0
escinde de forma única debido al siguiente diagrama y a la propiedad de
universalidad:
0 // 0 // (L, αL)
Id //
∃!σ

(L, αL) // 0
0 // (N,αN) // (K,αK)
pi // (L, αL) // 0
c) Sea la extensión central u : (L, αL)  (M,αM). En aplicación del
Teorema 3.1.12 b), será central universal si (L, αL) es perfecta y si todas las
extensiones centrales de (L, αL) escinden.
(L, αL) es perfecta por hipótesis y, en presencia de a), es simplemente
conexa, lo que significa que todas las extensiones centrales son escindidas.
d) Si u : (L, αL)  (M,αM) es una extensión α−central universal, en-
tonces por el Teorema 3.1.12 a) todas las extensiones centrales de (L, αL)
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son escindidas. En consecuencia (L, αL) es simplemente conexa o, equivalen-
temente, es centralmente cerrada. 2
Ahora vamos a estudiar las propiedades funtoriales de la extensión cen-
tral universal. Para ello utilizaremos la construcción de la extensión central
universal de un álgebra Hom-Leibniz perfecta hecha en el Teorema 3.1.12 c).
Consideremos un homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz perfectas f :
(L′, αL′) → (L, αL). Este homomorfismo induce la Hom-aplicación lineal
f ⊗ f : (L′ ⊗ L′, αL′⊗L′) → (L ⊗ L, αL⊗L) dada por (f ⊗ f) (x1 ⊗ x2) =
f (x1)⊗ f (x2), que aplica el submódulo IL′ en el submódulo IL, por lo tanto
f ⊗ f induce una Hom-aplicación lineal uce(f) : (uce(L′), α′) → (uce(L), α),
definida por uce(f) {x1, x2} = {f(x1), f(x2)}, que además es un homomorfis-
mo de álgebras Hom-Leibniz. En efecto:
uce(f) [{x′1, x′2} , {y′1, y′2}] = uce(f) {[x′1, x′2] , [y′1, y′2]} = {f [x′1, x′2] , f [y′1, y′2]}
= {[f (x′1) , f(x′2)] , [f(y′1), f (y′2)]} = [{f(x′1), f(x′2)} , {f(y′1), f(y′2)}] =
[uce(f) {x′1, x′2} , uce(f) {y′1, y′2}].
uce(f) · α′ {x′1, x′2} = uce(f) {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)} = {f (αL′ (x′1)) , f (αL′ (x′2))}
= {αL (f(x′1)) , αL (f(x′2))} = α {f(x′1), f(x′2}) = α · uce(f) {x′1, x′2} .
Además, por construcción, el siguiente diagrama:
HLα2 (L
′)


HLα2 (L)

(uce(L′), α′)
uce(f) //
UL′

(uce(L), α)
UL

(L′, αL′)
f // (L, αL)
(3.3)
es conmutativo. En efecto:
f · UL′ {x′1, x′2} = f [x′1, x′2] = [f (x′1) , f (x′2)] = UL {f(x′1), f(x′2)} =
UL · uce(f) {x′1, x′2}.
Del diagrama (3.3) se deriva la existencia de un funtor covariante exacto
a la derecha uce : Hom− Leibperf → Hom− Leibperf entre la categoría de
álgebras Hom-Leibniz perfectas. En efecto,
uce(IdL) {x1,x2} = {IdL (x1) , IdL (x2)} = {x1,x2} = IduceL {x1,x2} .
uce(f · g) {x1,x2} = {f(g (x1)), f(g (x2))} = uce (f) {g (x1) , g (x2)} =
uce(f) · uce(g) {x1,x2} .
Si f · g = 0, entonces obviamente uce(f) · uce(g) = 0.
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Si f es un epimorfismo, entonces para todo xi ∈ L, existe un x′i ∈ L′ tal que
f(x′i) = xi, i = 1, 2. Por lo tanto, para todo {x1,x2} ∈ (uce(L), α) se verifica
que {x1,x2} = {f(x′1), f(x′2)} = uce(f) {x1,x2}, es decir, uce(f) también es
un epimorfismo.
En consecuencia, un automorfismo f de (L, αL) da lugar a un auto-
morfismo uce(f) de (uce(L), α). Su conmutatividad implica que uce(f) de-
ja a HLα2 (L) invariante. Efectivamente, si {x1,x2} ∈ HLα2 (L), entonces UL ·
uce(f) {x1,x2} = UL {f(x1), f(x2)} = [f(x1), f(x2)] = f [x1,x2] = f(0) = 0,
es decir uce(f)(HLα2 (L)) ⊆ Ker(UL).
Así, se obtiene el homomorfismo de Hom-grupos
Aut(L, αL) → {g ∈ Aut(uce(L), α) : g(HLα2 (L)) = HLα2 (L)}
f 7→ uce(f)
Mediante consideraciones similares a las anteriores se puede hacer un
análisis similar con respecto a las propiedades funtoriales de álgebras Hom-
Leibniz α−perfectas. Para ello se empleará ahora la construcción de la exten-
sión α-central universal correspondiente a un álgebra Hom-Leibniz α-perfecta
dada en el Teorema 3.2.5.
Consideremos un homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz α−perfectas
f : (L′, αL′) → (L, αL). Sea IL el subespacio vectorial de αL(L) ⊗ αL(L)
generado por los elementos de la forma −[x1, x2]⊗αL(x3)+[x1, x3]⊗αL(x2)+
αL(x1)⊗ [x2, x3], x1, x2, x2 ∈ L, respectivamente IL′ .
Este homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz induce una Hom-aplicación
lineal f ⊗ f : (αL′ (L′)⊗ αL′ (L′) , αL′⊗L′|)→ (αL (L)⊗ αL (L) , αL⊗L|), dada
por (f ⊗ f) (αL′ (x′1)⊗ αL′ (x′2)) = αL(f (x′1))⊗αL(f (x′2)) tal que (f ⊗ f) (IL′)
⊆ IL. En efecto:
(f ⊗ f) (− [x′1, x′2]⊗ αL′ (x′3) + [x′1, x′3]⊗ αL′ (x′2) + αL′ (x′1)⊗ [x′2, x′3]) =
− [f (x′1) , f (x′2)]⊗ αL (f (x′3)) + [f (x′1) , f (x′3)]⊗ αL (f (x′2)) +
αL (f (x
′
1))⊗ [f (x′2) , f (x′3)] ∈ IL.
Por lo tanto induce una Hom-aplicación lineal uceα(f) : (uceα′(L′), α′)→
(uceα(L), α) dada por uceα(f) {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)} = {αL (f(x′1)), αL (f(x′2))},
que además es un homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz ya que:
uceα(f) [{αL′ (x′1) , αL′ (x′2)} , {αL′ (y′1) , αL′ (y′2)}] =
uceα(f) {[αL′ (x′1) , αL′ (x′2)] , [αL′ (y′1) , αL′ (y′2)]} =
uceα(f) {αL′ [x′1, x′2] , αL′ [y′1, y′2]} = {αL(f [x′1, x′2]), αL(f [y′1, y′2])}.
[uceα(f) {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)} , uceα(f) {αL′ (y′1) , αL′ (y′2)}] =
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[{αL(f(x′1)), αL(f(x′2))} , {αL(f(y′1)), αL(f(y′2))}] =
{[αL(f(x′1)), αL(f(x′2))] , [αL(f(y′1)), αL(f(y2))]}.
y
uceα(f) · α′ {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)} = uceα(f) ({α2L′ (x′1) , α2L′ (x′2)}) =
{αL(f(αL′ (x′1))), αL(f(αL′ (x′2)))} = {α2L(f(x′1)), α2L(f(x′2))} =
α({αL(f(x′1)), αL(f(x′2))}) = α · uceα(f) {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)} .
Además, por construcción, el siguiente diagrama:
Ker (Uα′)

Ker (Uα)

(uceα(L
′), α′)
uceα(f)//
Uα′

(uceα(L), α)
Uα

(L′, αL′)
f // (L, αL)
(3.4)
es conmutativo. En efecto,
f · Uα′ {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)} = f [αL′ (x′1) , αL′ (x′2)] =
[f (αL′ (x
′
1)) , f (αL′ (x
′
2))] = [αL (f(x
′
1)) , αL (f(x
′
2))] =
UL {αL (f(x′1)) , αL (f(x′2))} = Uα · uceα(f) {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)}.
Con consideraciones similares a las realizadas con el diagrama (3.3), del
diagrama (3.4) se deriva la existencia de un funtor covariante exacto a la
derecha uceα : Hom− Leibα−perf → Hom− Leibα−perf entre la categoría de
álgebras Hom-Leibniz α-perfectas. En consecuencia, un automorfismo f de
(L, αL) da lugar a un automorfismo uceα(f) de (uceα(L), α). Su conmuta-
tividad implica que uceα(f) deja a Ker(Uα) invariante. Así, se obtiene el
homomorfismo de Hom-grupos
Aut(L, αL) → {g ∈ Aut(uceα(L), α) : g(Ker(Uα) = Ker(Uα)}
f 7→ uceα(f)
Analizaremos ahora las propiedades funtoriales respecto a un derivación
de un álgebra Hom-Leibniz α-perfecta. Consideraciones paralelas se pueden
hacer con álgebras de Leibniz perfectas, pero dado que siguen pautas simila-
res, tal y como se ha visto en los casos anteriores de los automorfismos, y no
serán necesarios con posterioridad, omitimos los cálculos.
Consideremos ahora una derivación d del álgebra Hom-Leibniz α-perfecta
(L, αL). La aplicación lineal ϕ : αL(L) ⊗ αL(L) → αL(L) ⊗ αL(L) dada por
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ϕ (αL(x1)⊗ αL(x2)) = d(αL(x1))⊗ α2L (x2) + α2L (x1)⊗ d (αL(x2)), deja inva-
riante al subespacio vectorial IL de αL(L)⊗αL(L) generado por los elementos
de la forma −[x1, x2]⊗αL(x3)+[x1, x3]⊗αL(x2)+αL(x1)⊗[x2, x3], x1, x2, x2 ∈
L. En efecto,
ϕ (− [x1, x2]⊗ αL (x3) + [x1, x3]⊗ αL (x2) + αL (x1)⊗ [x2, x3]) =
−d [x1, x2]⊗ α2L (x3)− αL [x1, x2]⊗ d (αL (x3)) + d [x1, x3]⊗ α2L ((x2)) +
αL [x1, x3]⊗ d (αL (x2)) + d (αL (x1))⊗ αL [x2, x3] + α2L (x1)⊗ d [x2, x3] =
−([d (x1) , αL (x2)] + [αL (x1) , d (x2)])⊗ α2L (x3)− αL [x1, x2]⊗ αL (d (x3)) +
([d (x1) , αL (x3)] + [αL (x1) , d (x3)])⊗ α2L ((x2)) + αL [x1, x3]⊗ αL (d (x2)) +
αL (d (x1))⊗ αL [x2, x3] + α2L (x1)⊗ ([d (x2) , αL (x3)] + [αL (x2) , d (x3)]) =
d(αL(x1))⊗[αL(x2), αL(x3)]+α2(x1)⊗[d(x2), αL(x3)]+α2L(x1)⊗[αL(x2), d(x3)]
∈ IL.
Por lo tanto induce una Hom-aplicación lineal uceα(d) : (uceα (L) , α) →
(uceα (L) , α), dada por uceα(d)({αL(x1), αL(x2)}) = {d(αL(x1)), α2L (x2)} +
{α2L (x1) , d (αL(x2))}, que hace conmutativo el siguiente diagrama:
(uceα (L) , α)
uceα(d)//
Uα

(uceα (L) , α)
Uα

(L, αL)
d // (L, αL)
(3.5)
En efecto,
Uα · uceα(d) {αL (x1) , αL (x2)} = Uα ({d(αL (x1)), α2L (x2)}+
{α2L (x1) , d (αL (x2))}) = [d(αL (x1)), α2L (x2)] + [α2L (x1) , d (αL (x2))] =
d [αL (x1) , αL (x2)] = d · Uα {αL (x1) , αL (x2)}.
Además uceα(d) es una derivación de álgebras Hom-Leibniz. En efecto,
uceα(d) [{αL (x1) , αL (x2)} , {αL (y1) , αL (y2)}] =
uceα(d) {[αL (x1) , αL (x2)] , [αL (y1) , αL (y2)]} =
uceα(d) {αL [x1, x2] , αL [y1, y2]} =
{d(αL [x1, x2]), α2L [y1, y2]}+ {α2L [x1, x2] , d (αL [y1, y2])} =
{αL(d [x1, x2]), α2L [y1, y2]}+ {α2L [x1, x2] , αL (d [y1, y2])} =
{αL([d (x1) , αL (x2)] + [αL (x1) , d (x2)]), α2L [y1, y2]}+
{α2L [x1, x2] , αL ([d (y1) , αL (y2)] + [αL (y1) , d (y2)])}.
[uceα(d) {αL (x1) , αL (x2)} , α {αL (y1) , αL (y2)}] +
[α {αL (x1) , αL (x2)} , uceα(d) {αL (y1) , αL (y2)}] =
[{d(αL (x1)), α2L (x2)}+ {α2L (x1) , d (αL (x2))} , {α2L (y1) , α2L (y2)}] +
[{α2L (x1) , α2L (x2)} , {d(αL (y1)), α2L (y2)}+ {α2L (y1) , d (αL (y2))}] =
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{[d(αL (x1)), α2L (x2)], [α2L (y1) , α2L (y2)]}+ {[α2L(x1), d (αL (x2))],
[α2L (y1) , α
2
L (y2)]}+ {[α2L (x1) , α2L (x2)], [d(αL (y1)), α2L (y2)]}+
{[α2L (x1) , α2L (x2)], [α2L(y1), d (αL (y2))]}.
y
uceα(d) · α {αL (x1) , αL (x2)} = uceα(d) {α2L (x1) , α2L (x2)} =
{d(α2L (x1)), α3L (x2)}+ {α3L (x1) , d (α2L (x2))} =
{αL(d(αL (x1))), α3L (x2)}+ {α3L (x1) , αL(d (αL (x2)))} =
α {d (αL (x1)) , α2L (x2)}+ α {α2L (x1) , d (αL (x2))} =
α · uceα(d) {αL (x1) , αL (x2)}.
Como consecuencia del diagrama (3.5), una derivación d de (L, αL) da
lugar a una derivación uceα(d) de (uceα(L), α). Su conmutatividad implica
que uceα(d) aplica Ker(Uα) en si mismo. En efecto, para {αL (x1) , αL (x2)} ∈
Ker (Uα), se verifica que Uα {αL (x1) , αL (x2)} = [αL (x1) , αL (x2)] = 0, en-
tonces Uα·uceα(d) {αL (x1) , αL (x2)} = Uα ({d(αL (x1)), α2L (x2)}+ {α2L (x1) ,
d (αL (x2))}) = [d(αL (x1)), α2L (x2)] + [α2L (x1) , d (αL (x2))] = d [αL (x1) ,
αL (x2)] = d(0) = 0.
Así, se obtiene el homomorfismo de Hom-K-espacios vectoriales
uceα : Der(L, αL) → {δ ∈ Der(uceα(L), α) : δ(Ker(Uα) ⊆ Ker(Uα)}
d 7→ uceα(d)
cuyo núcleo esta contenido en la subálgebra de las derivaciones de (L, αL)
tales que se desvanecen sobre [αL(L), αL(L)]. En efecto, si d ∈ Ker(uceα), en-
tonces uce(d){αL(x1), αL(x2)} = 0, por lo que {d(αL(x1)), α2L(x2)}+{α2L(x1),
d(αL(x2))} = 0 y, aplicando Uα a este elemento, se tiene que 0 = [d(αL(x1)),
α2L(x2)]+[α
2
L(x1), d(αL(x2))] = d[αL(x1), αL(x2)], es decir, d es una derivación
que se desvanece sobre [αL(L), αL(L)].
Las propiedades funtoriales del funtor uceα(−) relativas a las derivaciones
están descritas en el siguiente resultado.
Lema 3.4.6 Sea f : (L′, αL′)→ (L, αL) un homomorfismo de álgebras Hom-
Leibniz α-perfectas. Consideremos d ∈ Der(L) y d′ ∈ Der(L′) tal que f ·d′ =
d · f . Entonces se verifica que uceα(f) · uceα(d′) = uceα(d) · uceα(f).
Demostración.
uceα(f) · uceα(d′) {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)} =
uceα(f) ({d′(αL′ (x′1)), α2L′ (x′2)}+ {α2L′ (x′1) , d′ (αL′ (x′2))}) =
uceα(f) ({αL′(d′ (x′1)), α2L′ (x′2)}+ {α2L′ (x′1) , αL′ (d′ (x′2))}) =
{αL · f(d′ (x′1)), αL · f(αL′ (x′2))}+ {αL · f(αL′ (x′1)), αL · f(d′ (x′2))} =
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{αL · d(f (x′1)), α2L(f (x′2))}+ {α2L(f (x′1)), αL · d(f (x′2))} =
{d(αL (f(x′1))), α2L (f(x′2))}+ {α2L (f(x′1)) , d (αL (f(x′2)))} =
uceα(d) {αL (f(x′1)) , αL (f(x′2))} = uceα(d) · uceα(f) {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)}. 2
3.5. Levantamiento de automorfismos y deriva-
ciones
En esta sección estudiaremos bajo que condiciones un automorfismo o
una derivación puede ser levantado en una α-capa. Restringimos el estudio a
las α-capa puesto que en las construcciones que intervienen en las demostra-
ciones es necesario componer extensiones centrales, hecho que impide obtener
resultados más generales.
Definición 3.5.1 Una extensión central de álgebras Hom-Leibniz f : (L′, αL′)
 (L, αL) en la que (L′, αL′) es un álgebra Hom-Leibniz α−perfecta se dice
una α-capa.
Lema 3.5.2 Si f : (L′, αL′)→ (L, αL) es un homomorfismo sobreyectivo de
álgebras Hom-Leibniz y (L′, αL′) es α−perfecta, entonces (L, αL) también es
α-perfecta.
Demostración. Obviamente [αL (L) , αL (L)] ⊆ L.
Recíprocamente, para todo x ∈ L, existe x′ ∈ L′, tal que f(x′) = x,
entonces
x = f (x′) = f
(∑
i
λi [αL′ (x
′
i1) , αL′ (x
′
i2)]
)
=∑
i
λif [αL′ (x
′
i1) , αL′ (x
′
i2)] =
∑
i
λi [f (αL′ (x
′
i1)) , f (αL′ (x
′
i2))] =∑
i
λi [αL (f (x
′
i1)) , αL (f (x
′
i2))] ∈ [αL (L) , αL (L)]. 2
Sea f : (L′, αL′) (L, αL) una α-capa. Debido al Lema 3.5.2 (L, αL) tam-
bién es un álgebra Hom-Leibniz α-perfecta. Por el Teorema 3.2.5, cada una
de ellas admite extensión α-central universal, que junto con las propiedades
funtoriales dadas en el diagrama (3.4), nos permiten construir el siguiente
diagrama:
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Ker (Uα′)

Ker (Uα)

(uceα(L
′), α′)
uceα(f)//
Uα′

(uceα(L), α)
Uα

(L′, αL′)
f // // (L, αL)
Como Uα′ :
(
uceα′ (L
′) , α′
)
 (L′, αL′) es una extensión α-central univer-
sal, por la Nota 3.1.4, también es una extensión central universal. Dado que
f : (L′, αL′)  (L, αL) es una extensión central y Uα′ :
(
uceα′ (L
′) , α′
)

(L′, αL′) es una extensión central universal, entonces la Proposición 3.1.16 a)
garantiza que la extensión f ·Uα′ :
(
uceα′ (L
′) , α′
)→ (L, αL) es α-central que
es universal en el sentido de la Definición 3.1.14.
Por otro lado, puesto que Uα : (uceα (L) , α)  (L, αL) es una extensión
α−central universal, entonces existe un único homomorfismo ϕ : (uceα (L) , α)

(
uceα′ (L
′) , α′
)
tal que f · Uα′ · ϕ = Uα.
Además ϕ · uceα(f) = Id ya que el siguiente diagrama es conmutativo
0 //
(
Ker(f · Uα′), α′|
)
//
(
uceα′ (L
′) , α′
)f ·Uα′ //
ϕ·uceα(f)

Id

(L, αL) // 0
0 //
(
Ker(f · Uα′), α′|
)
//
(
uceα′ (L
′) , α′
)f ·Uα′ // (L, αL) // 0
y f · Uα′ es una extensión α-central que es universal en el sentido de la Defi-
nición 3.1.14. Recíprocamente, uceα(f) ·ϕ = Id ya que el siguiente diagrama
es conmutativo
0 //
(
Ker(Uα), α|
)
// (uceα (L) , α)
Uα //
uceα(f)·ϕ

Id

(L, αL) // 0
0 //
(
Ker(Uα), α|
)
// (uceα (L) , α)
Uα // (L, αL) // 0
cuyas filas son extensiones centrales; si probamos que (uceα (L) , α) es α-
perfecta, entonces el Lema 3.2.4 asegura que el homomorfismo vertical es
único.
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Efectivamente (uceα (L) , α) es α-perfecta, ya que obviamente [αL (uceα (L)) ,
αL (uceα (L))] ⊆ uceα (L) y, por otro lado, para cualquier {αL (x1) , αL (x2)} ∈
uceα (L), donde x1 =
∑
i
λi [αL (xi1) , αL (xi2)] y x2 =
∑
j
µj [αL (xj1) , αL (xj2)]
debido a que (L, αL) es un álgebra Hom-Leibniz α−perfecta, se tiene que
{αL (x1) , αL (x2)} ={
αL
(∑
i
λi
[
αL
(
xi1
)
, αL
(
xi2
)])
, αL
(∑
j
µj
[
αL
(
xj1
)
, αL
(
xj2
)])}
={∑
i
λi
[
α2L
(
xi1
)
, α2L
(
xi2
)]
,
∑
j
µj
[
α2L (xj1) , α
2
L
(
xj2
)]}
=∑
i,j
λiµj
{[
α2L
(
xi1
)
, α2L
(
xi2
)]
,
[
α2L (xj1) , α
2
L
(
xj2
)]}
=∑
i,j
λiµj
[{
α2L
(
xi1
)
, α2L
(
xi2
)}
,
{
α2L
(
xj1
)
, α2L
(
xj2
)}]
=∑
i,j
λiµj
[
αL
{
αL (xi1) , αL
(
xi2
)}
, αL
{
αL (xj1) , αL
(
xj2
)}] ∈
[αL (uceα (L)) , αL (uceα (L))]
Por consiguiente uceα(f) es un isomorfismo y, a partir de ahora, en lugar
de ϕ usaremos la notación uceα(f)−1.
A continuación probaremos que la composición Uα′ ·uceα(f)−1 : (uceα (L) , α)
 (L′, αL′) es una α−capa. En efecto, ya se ha probado antes que (uceα (L) , α)
es α−perfecta; claramente Uα′ · uceα(f)−1 es sobreyectiva, por lo que única-
mente resta por verificar que es central.
Para ello consideremos {αL (x1) , αL (x2)} ∈ uceα (L) y {αL (y1) , αL (y2)} ∈
Ker (Uα′ · uceα(f)−1). Como f es sobreyectiva, para todo y1, y2 ∈ L existe
x′1, x
′
2 ∈ L′ tal que f(x′1) = y1 y f(x′2) = y2. Sabemos que Uα′·uceα(f)−1 {αL (y1) ,
αL (y2)} = Uα′ {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)} = [αL′ (x′1) , αL′ (x′2)] = 0, entonces [αL (y1) ,
αL (y2)] = [αL(f(x
′
1)), αL(f(x
′
2))] = [f(αL′ (x
′
1)), f(αL′ (x
′
2))] = f [αL′ (x
′
1) ,
αL′ (x
′
2)] = 0.
Por lo tanto,
[{αL (x1) , αL (x2)} , {αL (y1) , αL (y2)}] = {[αL (x1) , αL (x2)] , [αL (y1) , αL (y2)]}
= {[αL (x1) , αL (x2)] , 0} = 0,
y
[{αL (y1) , αL (y2)} , {αL (x1) , αL (x2)}] = {[αL (y1) , αL (y2)] , [αL (x1) , αL (x2)]}
= {0, [αL (x1) , αL (x2)]} = 0.
En lo sucesivo, denotaremos el núcleo de la α-capa Uα′ · uceα(f)−1 por
C := Ker(Uα′ · uceα(f)−1) = uceα(f) (Ker (Uα′))
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Verificamos a continuación la igualdad C = uceα(f) (Ker (Uα′)). Para ello
consideremos el siguiente diagrama:
Ker (Uα′)

(uceα(L
′), α′)
Uα′

uceα(f)
vv
0 // C // (uceα (L) , α)
Uα′ ·uceα(f)−1// (L′, αL′) // 0
Sea {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)} ∈ Ker (Uα′), entonces Uα′ {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)} =
[αL′ (x
′
1) , αL′ (x
′
2)] = 0. Por lo tanto Uα′ ·uceα(f)−1·uceα(f) {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)}
= Uα′ {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)} = 0, es decir, uceα(f) {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)} ∈ C.
Recíprocamente, para un c ∈ C ⊆ uceα (L), existe un {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)} ∈
uceα′ (L
′) tal que uceα(f) {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)} = c, es decir, {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)}
= uceα(f)
−1 (c). De aquí, Uα′ {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)} = Uα′ · uceα(f)−1 (c) = 0.
Esto significa que {αL′ (x′1) , αL′ (x′2)} ∈ Ker(Uα′) y, en consecuencia, c ∈
uceα(f) (Ker (Uα′)).
Teorema 3.5.3 Sea f : (L′, αL′) (L, αL) una α−capa.
Para cualquier h ∈ Aut (L, αL), existe un único θh ∈ Aut (L′, αL′) tal que
el siguiente diagrama es conmutativo:
(L′, αL′)
f // //
θh

(L, αL)
h

(L′, αL′)
f // // (L, αL)
(3.6)
si, y solo si, el automorfismo uceα(h) de (uceα (L) , α) satisface uceα(h) (C) =
C. En este caso, está unívocamente determinado por el diagrama (3.6) y
θh (Ker(f)) = Ker(f).
Además, el aplicación
Θ : {h ∈ Aut (L,αL) : uceα(h) (C) = C} → {g ∈ Aut (L′, αL′) : g (Ker(f)) = Ker(f)}
h 7→ θh
es un isomorfismo de Hom-grupos.
Demostración. Tomando h ∈ Aut (L, αL), asumamos que existe un θh ∈
Aut (L′, αL′) tal que el diagrama (3.6) es conmutativo.
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Es inmediato comprobar que h · f : (L′, αL′) → (L, αL) es una α−capa,
por lo tanto θh es un homomorfismo desde la α-capa h · f hasta la α-capa f
que, por la Nota 3.2.3 b) y el Lema 3.1.7, es único.
Aplicando el funtor uceα(−) al diagrama (3.6), se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo:(
uceα (L
′) , α′
)uceα(f)// //

uceα(θh)

(uceα(L), α)
uceα(h)
(
uceα (L
′) , α′
)uceα(f)// // (uceα(L), α)
De aquí,
uceα(h) (C) = uceα(h) ·uceα(f) (Ker (Uα′)) = uceα(f) ·uceα(θh) (Ker (Uα′)) ∗=
uceα(f) (Ker (Uα′)) = C,
(*) es inmediato que uceα(θh) (Ker (Uα′)) ⊆ Ker (Uα′) , ya que uceα(θh)
deja invariante a Ker (Uα′). Por la misma razón, uceα(θh)−1 (Ker (Uα′)) ⊆
Ker (Uα′), es decir, Ker (Uα′) ⊆ uceα(θh) (Ker (Uα′)).
Recíprocamente, a partir del diagrama (3.4), tenemos que Uα = f · Uα′ ·
uceα(f)
−1, y de aquí obtenemos el siguiente diagrama:
C // //

(uceα(L), α)
Uα′ ·uceα(f)−1 // //
uceα(h)

(L′, αL′)
f // //
θh

(L, αL)
h

C // // (uceα(L), α)
Uα′ ·uceα(f)−1 // // (L′, αL′)
f // // (L, αL)
Si uceα(h) (C) = C, entonces Uα′ ·uceα(f)−1 ·uceα(h) (C) = Uα′ ·uceα(f)−1(C)
= 0, por lo tanto existe un único θh : (L′, αL′) → (L′, αL′) tal que θh · Uα′ ·
uceα(f)
−1 = Uα′ · uceα(f)−1 · uceα(h).
Por otro lado, h · f · Uα′ · uceα(f)−1 = f · Uα′ · uceα(f)−1 · uceα(h) =
f ·Uα′ ·uceα(θh) ·uceα(f)−1 = f ·θh ·Uα′ ·uceα(f)−1 y como Uα′ es sobreyectivo,
entonces h · f = f · θh.
En conclusión, θh está unívocamente determinada por el diagrama (3.6)
y, además, θh(Ker(f)) = Ker(f). En efecto, dado θh(x) ∈ θh (Ker(f)),
f · θh(x) = h · f(x) = 0, por lo que θh(x) ∈ Ker(f). Recíprocamente, dado
x ∈ Ker(f),∃ y ∈ L′ tal que θh(y) = x; ahora h ·f(y) = f ·θh(y) = f(x) = 0,
de donde f(y) = 0 y, por tanto, y ∈ Ker(f), por lo que x ∈ θh (Ker(f)).
Por los argumentos anteriores, es inmediato verificar que la aplicación Θ
esta bien definida, que es un monomorfismo debido a la unicidad de θh y es un
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epimorfismo, ya que para cada g ∈ Aut (L′, αL′) con g (Ker(f)) = Ker(f),
induce un único homomorfismo h : (L, αL) → (L, αL) tal que h · f = f · g.
Entonces g = θh y uceα (h) (C) = C. 2
Corolario 3.5.4 Si (L, αL) es un álgebra Hom-Leibniz α-perfecta, entonces
la aplicación
Aut(L, αL) → {g ∈ Aut(uceα(L), α) : g(Ker(Uα)) = Ker(Uα)}
h 7→ uceα(h)
es un isomorfismo de Hom-grupos.
Demostración. Aplicando el Teorema 3.5.3 a la α−capa Uα : (uceα (L) , α)
(L, αL), basta con tener en cuenta que bajo estas condiciones C = 0 y
uceα(f)(0) = 0. 2
Analizamos a continuación las condiciones bajo las cuales es posible reali-
zar el levantamiento de una derivación de un álgebra Hom-Leibniz α-perfecta
a una α-capa.
Teorema 3.5.5 Sea f : (L′, αL′)  (L, αL) una α−capa. Denotamos por
C := uceα(f) (Ker (Uα′)) ⊆ Ker(Uα). Entonces tenemos que:
a) Para cualquier d ∈ Der (L, αL) existe una δd ∈ Der (L′, αL′) tal que el
siguiente diagrama es conmutativo
(L′, αL′)
f // //
δd

(L, αL)
d

(L′, αL′)
f // // (L, αL)
(3.7)
si, y solamente si, la derivación uceα(d) de (uceα (L) , α) verifica que
uceα(d) (C) ⊆ C.
En este caso, δd está unívocamente determinada por (3.7) y δd (Ker(f))
⊆ Ker(f).
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b) La aplicación
∆ : {d ∈ Der (L,αL) : uceα(d) (C) ⊆ C} → {ρ ∈ Der (L′, αL′) : ρ (Ker(f)) ⊆ Ker(f)}
d 7→ δd
es un isomorfismo de Hom-espacios vectoriales.
c) Para la α-capa Uα : (uceα(L), α) (L, αL), la aplicación
uceα : Der(L, αL)→ {δ ∈ Der(uceα(L), α) : δ(Ker(Uα)) ⊆ Ker(Uα)}
es un isomorfismo de Hom-espacios vectoriales.
Demostración. a) Sea d ∈ Der (L, αL) y supongamos que existe un δd ∈
Der (L′, αL′) tal que el diagrama (3.7) es conmutativo. Entonces, aplicando
el Lema 3.4.6, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:
(
uceα (L
′) , α′
)uceα(f)//
uceα(δd)

(uceα(L), α)
uceα(d)
(
uceα (L
′) , α′
)uceα(f)// (uceα(L), α)
De aquí, y teniendo en cuenta las propiedades derivadas del diagrama (3.5),
obtenemos:
uceα(d) (C) = uceα(d) · uceα(f) (Ker(Uα′)) = uceα(f) · uceα(δd) (Ker(Uα′)) ⊆
uceα(f) (Ker(Uα′)) = C.
Recíprocamente, a partir del diagrama (3.4) tenemos que Uα = f · Uα′ ·
uceα(f)
−1, y consideremos el siguiente diagrama:
C // //

(uceα(L), α)
Uα′ ·uceα(f)−1 // //
uceα(d)

(L′, αL′)
f // //
δd

(L, αL)
d

C // // (uceα(L), α)
Uα′ ·uceα(f)−1 // // (L′, αL′)
f // // (L, αL)
Puesto que uceα(d) (C) ⊆ C, entonces Uα′ · uceα(f)−1 · uceα(d) (C) ⊆ Uα′ ·
uceα(f)
−1(C) = Uα′(Ker(Uα′)) = 0. La propiedad universal del conúcleo
proporciona una única aplicación lineal (al ser derivaciones, la propiedad del
conúcleo se restringe a espacios vectoriales) δd : (L′, αL′)→ (L′, αL′) tal que
δd · Uα′ · uceα(f)−1 = Uα′ · uceα(f)−1 · uceα(d).
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Por otro lado d·f ·Uα′ ·uceα(f)−1 = d·Uα·uceα(f)·uceα(f)−1 = Uα·uceα(d) =
f ·Uα′ ·uceα(f)−1 ·uceα(d), como δd ·Uα′ ·uceα(f)−1 = Uα′ ·uceα(f)−1 ·uceα(d),
entonces d · f = f · δd, ya que Uα′ · uceα(f)−1 es un epimorfismo.
Finalmente, comprobemos que δd es una derivación de (L′, αL′). En efec-
to, para x′1, x′2 ∈ L′, como ϕ = Uα′ · uceα(f)−1 es un epimorfismo, existen
{αL (x1) , αL (x2)} , {αL (y1) , αL (y2)} ∈ uceα(L) tales que ϕ {αL (x1) , αL (x2)}
= x′1 y ϕ {αL (y1) , αL (y2)} = x′2, entonces:
δd [x
′
1, x
′
2]− [δd (x′1) , αL′ (x′2)]− [αL′ (x′1) , δd (x′2)] =
δd [ϕ {αL (x1) , αL (x2)} , ϕ {αL (y1) , αL (y2)}]−
[δd (ϕ {αL (x1) , αL (x2)}) , αL′ (ϕ {αL (y1) , αL (y2)})]−
[αL′ (ϕ {αL (x1) , αL (x2)}) , δd (ϕ {αL (y1) , αL (y2)})] =
δd · ϕ [{αL (x1) , αL (x2)} , {αL (y1) , αL (y2)}]−
[δd · ϕ ({αL (x1) , αL (x2)}) , αL′ .ϕ {αL (y1) , αL (y2)}]−
[αL′ · ϕ ({αL (x1) , αL (x2)}) , δd · ϕ ({αL (y1) , αL (y2)})] =
ϕ · uceα(d) [{αL (x1) , αL (x2)} , {αL (y1) , αL (y2)}]−
[ϕ · uceα(d) ({αL (x1) , αL (x2)}) , ϕ · αL ({αL (y1) , αL (y2)})]−
[ϕ · αL ({αL (x1) , αL (x2)}) , ϕ · uceα(d) ({αL (y1) , αL (y2)})] =
ϕ {d (αL [x1, x2]) , α2L [y1, y2]}+ ϕ {α2L [x1, x2] , d (αL [y1, y2])}−
ϕ [{d(αL (x1)), α2L (x2)}+ {α2L (x1) , d (αL (x2))} , {α2L (y1) , α2L (y2)}]−
ϕ [{α2L (x1) , α2L (x2)} , ({d(αL (y1)), α2L (y2)}+ {α2L (y1) , d (αL (y2))})] =
ϕ ({d (αL [x1, x2]) , α2L [y1, y2]} − [{d(αL (x1)), α2L (x2)} , {α2L (y1) , α2L (y2)}]−
[{α2L (x1) , d (αL (x2))} , {α2L (y1) , α2L (y2)}])+ϕ ({α2L [x1, x2] , d (αL [y1, y2])}−
[{α2L (x1) , α2L (x2)} , {d(αL (y1)), α2L (y2)}]−
[{α2L (x1) , α2L (x2)} , {α2L (y1) , d (αL (y2))}]) =
ϕ ({d (αL [x1, x2]) , α2L [y1, y2]} − {[d(αL (x1)), α2L (x2)] , [α2L (y1) , α2L (y2)]}−
{[α2L (x1) , d (αL (x2))] , [α2L (y1) , α2L (y2)]}) +
ϕ ({α2L [x1, x2] , d (αL [y1, y2])} − {[α2L (x1) , α2L (x2)] , [d(αL (y1)), α2L (y2)]}−
{[α2L (x1) , α2L (x2)] , α2L (y1) , d (αL (y2))}) = 0.
δd · αL′ (x′1) = δd · αL′ · ϕ {αL (x1) , αL (x2)} =
δd · ϕ · αL {αL (x1) , αL (x2)} = ϕ · uceα(d) · αL {αL (x1) , αL (x2)} =
ϕ · αL · uceα(d) {αL (x1) , αL (x2)} = αL′ · ϕ · uceα(d) · {αL (x1) , αL (x2)} =
αL′ · δd · ϕ {αL (x1) , αL (x2)} = αL′ · δd (x′1).
Finalmente, es claro que la derivación δd está unívocamente determinada
por el diagrama (3.7) y además, que δd (Ker(f)) ⊆ Ker(f), ya que si x ∈
Ker(f), entonces f · δd(x) = d · f(x) = d (0) = 0, por lo que δd(x) ∈ Ker(f).
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b) La aplicación
∆ : {d ∈ Der (L,αL) : uceα(d) (C) ⊆ C} → {ρ ∈ Der (L′, αL′) : ρ (Ker(f)) ⊆ Ker(f)}
d 7→ δd
es un homomorfismo de Hom-espacios vectoriales por construcción, que es in-
yectivo, ya que a cada derivación d le corresponde una única derivación δd,
y que es sobreyectivo, ya que para ρ ∈ Der (L′, αL′) tal que ρ (Ker(f)) ⊆
Ker(f) se tiene el siguiente diagrama conmutativo:
Ker(f) // //

(L′, αL′)
f // //
ρ

(L, αL)
d

Ker(f) // // (L′, αL′)
f // // (L, αL)
Por la propiedad universal del conúcleo existe un único homomorfismo de
Hom-espacios vectoriales d : (L, αL) → (L, αL) tal que d · f = f · ρ, que
además es una derivación, ya que para x1, x2 ∈ L, existen x′1, x′2 ∈ L′ tal que
f (x′1) = x1 y f (x′2) = x2 y, entonces,
d [x1, x2]− [d (x1) , αL (x2)]− [αL (x1) , d (x2)] =
d [f (x′1) , f (x
′
2)]− [d (f (x′1)) , αL (f (x′2))]− [αL (f (x′1)) , d (f (x′2))] =
d · f [x′1, x′2]− [d · f (x′1) , f (αL′ (x′2))]− [f (αL′ (x′1)) , d · f (x2)] =
f · ρ [x′1, x′2]− [f · ρ (x′1) , f (αL′ (x′2))]− [f (αL′ (x′1)) , f · ρ (x2)] =
f (ρ [x′1, x
′
2]− [ρ (x′1) , αL′ (x′2)]− [αL′ (x′1) , ρ (x2)]) = 0,
y que verifica que uceα (d) (C) ⊆ C. En efecto, uceα (d) (C) = uceα (d) ·
uceα(f) (Ker(Uα′)) = uceα (f) · uceα(ρ) (Ker(Uα′)) ⊆ uceα(f) (Ker(Uα′)) =
C.
Finalmente, debido a la unicidad de δd, se verifica que ∆ (d) = δd = ρ.
c) Basta con escribir el apartado b) para la α−capa Uα : (uceα(L), α)
(L, αL). Ahora C = uceα(Uα) (Ker (Uα)) = 0, y ∆ es la aplicación uceα que
se deriva del diagrama (3.5). 2
3.6. Extensión α-central universal del producto
semi-directo
En esta última sección analizaremos la relación entre la extensión α-
central universal del producto semi-directo de un álgebra de Leibniz per-
fecta que actúa sobre un álgebra Hom-Leibniz α-perfecta y el producto semi-
directo de las extensiones central y α-central universal correspondientes a
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cada una de ellas. Una vez más es necesario trabajar en el entorno más res-
tringido de extensiones α-centrales universales debido a los problemas con
las extensiones del producto semi-directo (Lema 2.4.16) y el omnipresente
problema de la composición de extensiones centrales (Lema 3.1.11).
Consideremos una extensión escindida de álgebras Hom-Leibniz α-perfectas
0 // (M,αM)
t // (G,αG)
p // (Q, IdQ) //
s
oo 0
en la que, por el Lema 2.4.16, (G,αG) ∼= (M,αM) o (Q, IdQ), donde la
Hom-acción de (Q, IdQ) sobre (M,αM) está dada por q m = [s(q), t(m)] y
m  q = [t(m), s(q)], q ∈ Q,m ∈ M . Supondremos además, en el momento
oportuno, que la acción anterior es simétrica, es decir, que q m+m  q = 0.
Un ejemplo de la situación anterior se obtiene considerando (M,αM) un
álgebra Hom-Leibniz α-perfecta, Q un álgebra de Leibniz perfecta considera-
da como el álgebra Hom-Leibniz (Q, IdQ) y (G,αG) = (M,αM)× (Q, IdQ) =
(M ×Q,αM × IdQ).
Aplicando las propiedades del funtor uceα(−) descritas mediante el dia-
grama (3.4) y teniendo en cuenta que (Q, IQ) es α-perfecta, que es exacta-
mente lo mismo a decir que Q es perfecta, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:
Ker(UMα )

Ker(UGα )

HL2(Q)

(uceα(M), αM)
UMα
τ // (uceα(G), αG)
UGα
pi // (uce(Q), Iduce(Q))
uQ

σ
oo
0 // (M,αM)
t // (G,αG)
p // (Q, IdQ) //
s
oo 0
Aquí τ = uceα(t), pi = uceα(p), σ = uceα(s).
La sucesión
(uceα(M), αM)
τ // (uceα(G), αG)
pi // (uce(Q), Iduce(Q))
σ
oo
es escindida, ya que p · s = IdQ, entonces uceα(p) · uceα(s) = uceα(IdQ), es
decir, pi · σ = Iduce(Q). Evidentemente pi es sobreyectiva y existe una Hom-
acción de (uce(Q), Iduce(Q)) sobre (Ker(pi), αG|) inducida por la sección σ y
cuya expresión es:
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λ : uce(Q)⊗Ker(pi)→ Ker(pi),
λ ({q1, q2} ⊗ {αG(g1), αG(g2)}) = {q1, q2}  {αG(g1), αG(g2)} =
[σ {q1, q2} , i {αG(g1), αG(g2)}] = [{s (q1) , s (q2)} , {αG(g1), αG(g2)}] =
{s [q1, q2] , αG [g1, g2]} .
ρ : Ker(pi)⊗ uce(Q)→ Ker(pi),
ρ ({αG(g1), αG(g2)} ⊗ {q1, q2}) = {αG(g1), αG(g2)}  {q1, q2} =
[i {αG(g1), αG(g2)} , σ {q1, q2}] = [{αG(g1), αG(g2)} , {s (q1) , s (q2)}] =
{αG [g1, g2] , s [q1, q2]} .
Aquí estamos denotando la inclusión
(
Ker(pi), αG|
)
 (uceα(G), αG) por
i. Por otro lado, es inmediato verificar la buena definición de la Hom-acción
ya que
pi {s [q1, q2] , αG [g1, g2]} = {p (s [q1, q2]) , p (αG [g1, g2])} =
{[q1, q2] , [p (αG (g1)) , p (αG (g2))]} = [{q1, q2} , pi {αG (g1) , αG (g2)}] = 0,
y
pi {αG [g1, g2] , s [q1, q2] , } = {p (αG [g1, g2]) , p (s [q1, q2])} =
{[p (αG (g1)) , p (αG (g2))] , [q1, q2]} = [pi {αG (g1) , αG (g2)} , {q1, q2}] = 0,
y los axiomas de la Definición 2.4.3:
a)
αG {αG (g1) , αG (g2)}  [{q1, q2} , {q′1, q′2}]−
({αG (g1) , αG (g2)}  {q1, q2})  Iduceα(Q) {q′1, q′2}+
({αG (g1) , αG (g2)}  {q′1, q′2})  Iduceα(Q) {q1, q2} =
{α2G (g1) , α2G (g2)}{[q1, q2] , [q′1, q′2]}−({αG (g1) , αG (g2)}  {q1, q2}){q′1, q′2}+
({αG (g1) , αG (g2)}  {q′1, q′2})  {q1, q2} =
{α2G [g1, g2] , s [[q1, q2] , [q′1, q′2]]} − {αG [g1, g2] , s [q1, q2]}  {q′1, q′2}+
{αG [g1, g2] , s [q′1, q′2]}  {q1, q2} =
{α2G [g1, g2] , s [[q1, q2] , [q′1, q′2]]} − {αG [[g1, g2] , s [q1, q2]] , s [q′1, q′2]}+
{αG [[g1, g2] , s [q′1, q′2]] , s [q1, q2]} =
{αG (αG [g1, g2]) , [s [q1, q2] , s [q′1, q′2]]}−{[αG [g1, g2] , s [q1, q2]] , αG (s [q′1, q′2])}+
{[αG [g1, g2] , s [q′1, q′2]] , αG (s [q1, q2])} = 0.
b)
Iduceα(Q) {q1, q2}  ({αG (g1) , αG (g2)}  {q′1, q′2})−
({q1, q2}  {αG (g1) , αG (g2)})  Iduceα(Q) {q′1, q′2}+
[{q1, q2} , {q′1, q′2}]  αG {αG (g1) , αG (g2)} =
{q1, q2}  {αG [g1, g2] , s [q′1, q′2]} − {s [q1, q2] , αG [g1, g2]}  {q′1, q′2}+
{s [[q1, q2] , [q′1, q′2]] , α2G [g1, g2]} =
{s [q1, q2] , αG [[g1, g2] , s [q′1, q′2]]} − {αG [s [q1, q2] , [g1, g2]] , s [q′1, q′2]}+
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{s [[q1, q2] , [q′1, q′2]] , α2G [g1, g2]} =
{αG (s [q1, q2]) , [αG [g1, g2] , s [q′1, q′2]]}−{[s [q1, q2] , αG [g1, g2]] , αG (s [q′1, q′2])}+
{[s [q1, q2] , s [q′1, q′2]] , α2G [g1, g2]} = 0.
c)
Iduceα(Q) {q1, q2}  ({q′1, q′2}  {αG (g1) , αG (g2)})−
[{q1, q2} , {q′1, q′2}]  αG {αG (g1) , αG (g2)}+
({q1, q2}  {αG (g1) , αG (g2)})  Iduceα(Q) {q′1, q′2} =
{q1, q2}  {s [q′1, q′2] , αG [g1, g2]} − {s [[q1, q2] , [q′1, q′2]] , α2G [g1, g2]}+
{s [q1, q2] , αG [g1, g2]}  {q′1, q′2} =
{αG (s [q1, q2]) , αG [s [q′1, q′2] , [g1, g2]]} − {s [[q1, q2] , [q′1, q′2]] , α2G [g1, g2]}+
{αG [s [q1, q2] , [g1, g2]] , αG (s [q1, q2])} =
{αG (s [q1, q2]) , [s [q′1, q′2] , αG [g1, g2]]} − {[s [q1, q2] , s [q′1, q′2]] , α2G [g1, g2]}+
{[s [q1, q2] , αG [g1, g2]] , αG (s [q1, q2])} = 0.
d)
Iduceα(Q) {q1, q2}  [{αG (g1) , αG (g2)} , {αG (g′1) , αG (g′2)}]−
[({q1, q2}  {αG (g1) , αG (g2)}) , αG {αG (g′1) , αG (g′2)}] +
[({q1, q2}  {αG (g′1) , αG (g′2)}) , αG {αG (g1) , αG (g2)}] =
{q1, q2}  {αG [g1, g2] , αG [g′1, g′2]}−
[{q1, q2}  {αG (g1) , αG (g2)} , {α2G (g′1) , α2G (g′2)}] +
[{q1, q2}  {αG (g′1) , αG (g′2)} , {α2G (g1) , α2G (g2)}] =
{αG (s [q1, q2]) , αG [[g1, g2] , [g′1, g′2]]}−
[{s [q1, q2] , αG [g1, g2]} , αG {αG (g′1) , αG (g′2)}] +
[{s [q1, q2] , αG [g′1, g′2]} , αG {αG (g1) , αG (g2)}] =
{αG (s [q1, q2]) , [αG [g1, g2] , αG [g′1, g′2]]}−{[s [q1, q2] , αG [g1, g2]] , αG (αG [g′1, g′2])}+
{[s [q1, q2] , αG [g′1, g′2]] , αG (αG [g1, g2])} = 0.
e)
[αG {αG (g1) , αG (g2)} , {αG (g′1) , αG (g′2)}  {q1, q2}]−
[{αG (g1) , αG (g2)} , {αG (g′1) , αG (g′2)}]  Iduceα(Q) {q1, q2}+
[{αG (g1) , αG (g2)}  {q1, q2} , αG {αG (g′1) , αG (g′2)}] =
[{α2G (g1) , α2G (g2)} , {αG [g′1, g′2] , s [q1, q2]}]−{αG [[g1, g2] , [g′1, g′2]] , αG (s [q1, q2])}+
[{αG [g1, g2] , s [q1, q2]} , {α2G (g′1) , α2G (g′2)}] =
{αG (αG [g1, g2]) , [αG [g′1, g′2] , s [q1, q2]]}−{[αG [g1, g2] , αG [g′1, g′2]] , αG (s [q1, q2])}+
{[αG [g1, g2] , s [q1, q2]] , αG (αG [g′1, g′2])} = 0.
f)
[αG {αG (g1) , αG (g2)} , {q1, q2}  {αG (g′1) , αG (g′2)}]−
[{αG (g1) , αG (g2)}  {q1, q2} , αG {αG (g′1) , αG (g′2)}] +
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[{αG (g1) , αG (g2)} , {αG (g′1) , αG (g′2)}]  Iduceα(Q) {q1, q2} =
[{α2G (g1) , α2G (g2)} , {s [q1, q2] , αG [g′1, g′2]}]−
[{αG [g1, g2] , s [q1, q2]} , {α2G (g′1) , α2G (g′2)}] +
{αG [[g1, g2] , [g′1, g′2]] , αG (s [q1, q2])} =
{αG (αG [g1, g2]) , [s [q1, q2] , αG [g′1, g′2]]}−{[αG [g1, g2] , s [q1, q2]] , αG (αG [g′1, g′2])}+
{[αG [g1, g2] , αG [g′1, g′2]] , αG (s [q1, q2])} = 0.
g)
αG ({q1, q2}  {αG (g1) , αG (g2)})− Iduceα(Q) {q1, q2}  αG {αG (g1) , αG (g2)} =
αG {s [q1, q2] , αG [g1, g2]} − {q1, q2}  {α2G (g1) , α2G (g2)} =
{s [q1, q2] , α2G [g1, g2]} − {s [q1, q2] , α2G [g1, g2]} = 0.
h)
αG ({αG (g1) , αG (g2)}  {q1, q2})− αG {αG (g1) , αG (g2)}  Iduceα(Q) {q1, q2} =
αG {αG [g1, g2] , s [q1, q2]} − {α2G (g1) , α2G (g2)}  {q1, q2} =
{α2G [g1, g2] , s [q1, q2]} − {α2G [g1, g2] , s [q1, q2]} = 0.
Aplicando el Lema 2.4.16, se verifica que la sucesión exacta corta escindida
0 // (Ker(pi), αG|)
i // (uceα(G), αG)
pi // (uce(Q), Iduce(Q))
σ
oo // 0
es equivalente a la extensión del producto semi-directo, es decir,
(uceα(G), αG) ∼=
(
Ker(pi), αG|
)
o
(
uce(Q), Iduce(Q)
)
Sean q ∈ Q y αM(m1), αM(m2) ∈ αM(M), entonces tenemos las siguientes
igualdades en (uceα(G), αG):
{αG (s (q)) , [t (αM(m1)) , t (αM(m2))]} = {[s(q), t (αM(m1))] , αG (t (αM(m2)))}
−{[s(q), t(αM(m2))] , αG (t (αM(m1)))},
y
{[t (αM(m1)) , t (αM(m2))] , αG (s (q))} = {αG (t (αM(m1))) , [t (αM(m2)) , s (q)]}
+ {[t(αM(m1)), s(q)] , αG (t (αM(m2)))} .
Estas igualdades, junto con la α-perfección de (M,αM), implican respec-
tivamente, que:
{s(Q),M} = {αG (s (Q)) , [αM(M), αM(M)]} ⊆ {αM(M), α2M (M)} ⊆
{αM(M), αM(M)},
y
{M, s(Q)} = {[αM(M), αM(M)], αG (s (Q))} ⊆ {α2M(M), αM(M)}+
{αM(M), α2M (M)} ⊆ {αM(M), αM(M)}.
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Además se verifica que
τ (uceα(M), αM) ≡
({αM(M), αM(M)} , αG|) (3.8)
ya que τ {αM(m1), αM(m2)} = {t (αM(m1)) , t (αM(m2))} ≡ {αM(m1), αM(m2)},
y
σ(uce(Q)) = {s(Q), s(Q)} = {αG(s(Q)), αG(s(Q))}
puesto que σ({q1, q2}) = {s(q1), s(q2)} = {αG(s(q1)), αG(s(q2))}.
Por otro lado, para cada elemento αG(g) ∈ G, se verifica que αG(g) −
s (p (αG(g))) ∈ αG(Ker(p)) ⊆ αM(M), es decir, para cada αG(g) ∈ G, existe
un αM(m) ∈ αM(M) tal que αG(g) = s (p (αG(g))) + αM(m).
De aquí se concluye que
(uceα (G) , αG) = ({s (Q) , s (Q)}+ {αM(M), αM(M)} , αG) (3.9)
ya que cualquier elemento {αG(g1), αG(g2)} ∈ (uceα(G), αG), haciendo p(gi) =
qi, i = 1, 2, se puede escribir como:
{αG(g1), αG(g2)} = αG(g1)⊗ αG(g2) + IG =
(s (q1) + αM(m1))⊗ (s (q2) + αM(m2)) + IG =
s (q1)⊗ s (q2) + s (q1)⊗αM(m2) +αM(m1)⊗ s (q2) +α(m1)⊗αM(m2) + IG =
{s (q1) , s (q2)}+{s (q1) , αM(m2)}+{αM(m1), s (q2)}+{αM(m1), αM(m2)} ∈
{s (Q) , s (Q)}+ {αM(M), αM(M)} ,
siendo evidente la inclusión recíproca.
Proposición 3.6.1(
Ker(pi), αG|
)
=
({αM(M), αM(M)} , αG|) = τ (uceα (M) , αM) .
Demostración. {αM(M), αM(M)} ⊆ Ker(pi), pues pi {αM(m1), αM(m2)} =
{p (αM(m1)) , p (αM(m2))} = 0.
Probemos ahora que Ker(pi) ⊆ {αM(M), αM(M)}:
sea {g1, g2} ∈ Ker(pi); después de (3.9), {g1, g2} = {s (q1) , s (q2)}+{αM(m1),
αM(m2)} ∈ uceα (G). Entonces 0 = pi{g1, g2} = {p (s (q1)) , p (s (q2))} +
{p (αM(m1)) , p (αM(m2))} = {q1, q2}, es decir, q1 ⊗ q2 ∈ IQ. Consecuente-
mente, σ {q1, q2} = {s (q1) , s (q2)} = 0 ya que s (q1) ⊗ s (q2) ∈ σ(IQ) ⊆ IG.
Así, cualquier elemento del núcleo se reduce a un elemento de la forma
{αM(m1), αM(m2)}, lo que concluye la prueba de la inclusión.
La segunda igualdad ya ha sido probada en (3.8). 2
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Por otra parte σ
(
uce(Q), Iduce(Q)
)
= ({s(Q), s(Q)} , αG) ya que σ{q1, q2} =
{s(q1), s(q2)} y αG(σ{q1, q2}) = {αG(s(q1)), αG(s(q2))} = {s(q1), s(q2)} =
σ{q1, q2}.
Puesto que pi·σ = Iduce(Q), por el Lema 2.4.16 se verifica que (uceα(G), αG)
=
(
Ker(pi), αG|
)
o σ
(
uce (Q) , Iduce(Q)
)
. Además σ es un isomorfismo entre(
uce(Q), Iduce(Q)
)
y σ
(
uce(Q), Iduce(Q)
)
.
Estos hechos implican:
1. (uceα(G), αG) = τ (uceα (M) , αM)o σ
(
uce (Q) , Iduce(Q)
)
.
2. σ
(
uce (Q) , Iduce(Q)
) ∼= (uce (Q) , Iduce(Q)) .
Después de 1., tenemos que un elemento de (uceα(G), αG) es de la forma
(τ (m) , σ (q)), para m ∈ (uceα (M) , αM) y q ∈
(
uce (Q) , Iduce(Q)
)
convenien-
temente elegidos.
Tal elemento pertenece a Ker(UGα ) si, y solamente si, UGα (τ (m) , σ (q)) =
0, es decir,
(
UGα (τ (m)) , U
G
α (σ (q))
)
=
(
t
(
UMα (m)
)
, s (uQ(q))
)
= (0, 0). Esto
implica que UMα (m) = 0 y uQ(q) = 0, en consecuencia, m ∈ Ker(UMα ) y
q ∈ HL2(Q).
De estos hechos se deduce que
3.
(
Ker(UGα ), αG|
) ∼= τ (Ker(UMα ), αM |)⊕ σ (HL2(Q), Iduce(Q)|) .
Dado que existe una Hom-acción simétrica de (Q, IdQ) sobre (M,αM), en-
tonces se puede definir una Hom-acción de
(
uce(Q), Iduce(Q)
)
sobre (uceα(M),
αM) como sigue:
λ : uce(Q)⊗ uceα(M) → uceα(M)
{q1, q2} ⊗ {αM(m1), αM(m2)} 7→ {q1, q2}  {αM(m1), αM(m2)} =
{[q1, q2]  αM(m1), α2M (m2)}−
{[q1, q2]  αM(m2), α2M (m1)}y
ρ : uceα(M)⊗ uce(Q) → uceα(M)
{αM(m1), αM(m2)} ⊗ {q1, q2} 7→ {αM(m1), αM(m2)}  {q1, q2} =
{αM(m1)  [q1, q2] , α2M (m2)}−
{α2M (m1) , [q1, q2]  αM(m2)}
Verificamos a continuación que los axiomas de Hom-acción son satisfechos
para las definiciones anteriores.
a)
αM {αM(m1), αM(m2)}  [{q1, q2} , {q′1, q′2}]− ({αM(m1), αM(m2)}  {q1, q2}) 
{q′1, q′2}+ ({αM(m1), αM(m2)}  {q′1, q′2})  {q1, q2} =
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{α2M (m1) , α2M (m2)}{[q1, q2] , [q′1, q′2]}−({αM(m1), αM(m2)}  {q1, q2}){q′1, q′2}+
({αM(m1), αM(m2)}  {q′1, q′2})  {q1, q2} =
{α2M (m1)  [[q1, q2] , [q′1, q′2]] , α3M (m2)}−{α3M (m1) , [[q1, q2] , [q′1, q′2]]  α2M (m2)}−
({αM(m1)  [q1, q2] , α2M (m2)} − {α2M (m1) , [q1, q2]  αM(m2)})  {q′1, q′2}+
({αM(m1)  [q′1, q′2] , α2M (m2)} − {α2M (m1) , [q′1, q′2]  αM(m2)})  {q1, q2} =
{α2M (m1)  [[q1, q2] , [q′1, q′2]] , α3M (m2)}−{α3M (m1) , [[q1, q2] , [q′1, q′2]]  α2M (m2)}−
{(αM(m1)  [q1, q2])  [q′1, q′2] , α3M (m2)}+{αM (αM(m1)  [q1, q2]) , [q′1, q′2]  α2M (m2)}+
{α2M (m1)  [q′1, q′2] , αM ([q1, q2]  αM(m2))}−{α3M (m1) , [q′1, q′2]  ([q1, q2]  αM(m2))}+
{(αM(m1)  [q′1, q′2])  [q1, q2] , α3M (m2)}−{αM (αM(m1)  [q′1, q′2]) , [q1, q2]  α2M (m2)}−
{α2M (m1)  [q1, q2] , α2M ([q′1, q′2] m2)}+{α3M (m1) , [q1, q2]  ([q′1, q′2]  αM(m2))}.
Esta última igualdad se anula debido a los axiomas de Hom-acción de
(Q, IdQ) sobre (M,αM) y a la antisimetría de la acción.
b)
{q1, q2}({αM(m1), αM(m2)}  {q′1, q′2})−({q1, q2}  {αM(m1), αM(m2)}){q′1, q′2}+
[{q1, q2} , {q′1, q′2}]  αM {αM(m1), αM(m2)} =
{q1, q2}  ({αM(m1)  [q′1, q′2] , α2M (m2)} − {α2M (m1) , [q′1, q′2]  αM(m2)})−
({[q1, q2]  αM(m1), α2M (m2)} − {[q1, q2]  αM(m2), α2M (m1)})  {q′1, q′2}+
{[[q1, q2] , [q′1, q′2]]  α2M (m1) , α3M (m2)}−{[[q1, q2] , [q′1, q′2]]  α2M (m2) , α3M (m1)} =
{[q1, q2]  (αM(m1)  [q′1, q′2]) , α3M (m2)}−{[q1, q2]  α2M (m2) , αM (αM(m1)  [q′1, q′2])}−
{[q1, q2]  α2M (m1) , αM ([q′1, q′2]  αM(m2))}+{[q1, q2]  ([q′1, q′2]  αM(m2)) , α3M (m1)}−
{([q1, q2]  αM(m1))  [q′1, q′2] , α3M (m2)}+{αM ([q1, q2]  αM(m1)) , [q′1, q′2]  α2M (m2)}+
{([q1, q2]  αM(m2))  [q′1, q′2] , α3M (m1)}−{αM ([q1, q2]  αM(m2)) , [q′1, q′2]  α2M (m1)}+
{[[q1, q2] , [q′1, q′2]]  α2M (m1) , α3M (m2)}−{[[q1, q2] , [q′1, q′2]]  α2M (m2) , α3M (m1)}.
Esta última igualdad se anula gracias a los axiomas de Hom-acción y a
la antisimetría de la acción.
c)
{q1, q2}({q′1, q′2}  {αM(m1), αM(m2)})−[{q1, q2} , {q′1, q′2}]αM {αM(m1), αM(m2)}+
({q1, q2}  {αM(m1), αM(m2)})  {q′1, q′2} =
{q1, q2}  ({[q′1, q′2]  αM(m1), α2M (m2)} − {[q′1, q′2]  αM(m2), α2M (m1)})−
{[[q1, q2] , [q′1, q′2]]  α2M (m1) , α3M (m2)}+{[[q1, q2] , [q′1, q′2]]  α2M (m2) , α3M (m1)}+
({[q1, q2]  αM(m1), α2M (m2)} − {[q1, q2]  αM(m2), α2M (m1)})  {q′1, q′2} =
{[q1, q2]  ([q′1, q′2]  αM(m1)) , α3M (m2)}−{[q1, q2]  α2M (m2) , αM ([q′1, q′2]  αM(m1))}−
{[q1, q2]  ([q′1, q′2]  αM(m2)) , α3M (m1)}+{[q1, q2]  α2M (m1) , αM ([q′1, q′2]  αM(m2))}−
{[[q1, q2] , [q′1, q′2]]  α2M (m1) , α3M (m2)}+{[[q1, q2] , [q′1, q′2]]  α2M (m2) , α3M (m1)}+
{([q1, q2]  αM(m1))  [q′1, q′2] , α3M (m2)}−{αM ([q1, q2]  αM(m1)) , [q′1, q′2]  α2M (m2)}−
{([q1, q2]  αM(m2))  [q′1, q′2] , α3M (m1)}+{αM ([q1, q2]  αM(m2)) , [q′1, q′2]  α2M (m1)}.
Esta igualdad se anula gracias a los axiomas de Hom-acción.
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d)
{q1, q2}  [{αM(m1), αM(m2)} , {αM(m′1), αM(m′2)}]−
[{q1, q2}  {αM(m1), αM(m2)} , αM {αM(m′1), αM(m′2)}] +
[{q1, q2}  {αM(m′1), αM(m′2)} , αM {αM(m1), αM(m2)}] =
{q1, q2}  {[αM(m1), αM(m2)] , [αM(m′1), αM(m′2)]}−
[{q1, q2}  {αM(m1), αM(m2)} , {α2M(m′1), α2M(m′2)}] +
[{q1, q2}  {αM(m′1), αM(m′2)} , {α2M(m1), α2M(m2)}] =
{[q1, q2]  [αM(m1), αM(m2)] , α2M [m′1,m′2]}−
{[q1, q2]  [αM(m′1), αM(m′2)] , α2M [m1,m2]}−
[{[q1, q2]  αM(m1), α2M (m2)} , {α2M (m′1) , α2M (m′2)}] +
[{[q1, q2]  αM(m2), α2M (m1)} , {α2M (m′1) , α2M (m′2)}] +
[{[q1, q2]  αM(m′1), α2M (m′2)} , {α2M(m1), α2M(m2)}]−
[{[q1, q2]  αM(m′2), α2M (m′1)} , {α2M (m1) , α2M (m2)}].
Esta ultima igualdad se anula debido a los axiomas de Hom-acción de
(Q, IdQ) sobre (M,αM).
e)
[αM {αM(m1), αM(m2)} , {αM(m′1), αM(m′2)}  {q1, q2}]−
[{αM(m1), αM(m2)} , {αM(m′1), αM(m′2)}]  {q1, q2}+
[{αM(m1), αM(m2)}  {q1, q2} , αM {αM(m′1), αM(m′2)}] =
[{α2M (m1) , α2M (m2)} , {αM(m′1)  [q1, q2] , α2M (m′2)} − {α2M (m′1) , [q1, q2]  αM(m′2)}]−
{[αM(m1), αM(m2)]  [q1, q2] , αM [αM(m′1), αM(m′2)]}+
{αM [αM(m1), αM(m2)] , [q1, q2]  [αM(m′1), αM(m′2)]}+
[{αM(m1)  [q1, q2] , α2M (m2)} − {α2M (m1) , [q1, q2]  αM(m2)} , {α2M (m′1) , α2M (m′2)}] =
{α2M [m1,m2] , [αM(m′1)  [q1, q2] , α2M (m′2)]}−{α2M [m1,m2] , [α2M (m′1) , [q1, q2]  αM(m′2)]}−
{[αM(m1), αM(m2)]  [q1, q2] , α2M [m′1,m′2]}+{α2M [m1,m2] , [q1, q2]  [αM(m′1), αM(m′2)]}+
{[αM(m1)  [q1, q2] , α2M (m2)] , α2M [m′1,m′2]}−{[α2M (m1) , [q1, q2] m2] , α2M [m′1,m′2]}.
Esta ultima igualdad se anula debido a los axiomas de Hom-acción de
(Q, IdQ) sobre (M,αM) y a la antisimetría de la acción.
f)
[αM {αM(m1), αM(m2)} , {q1, q2}  {αM(m′1), αM(m′2)}]−
[{αM(m1), αM(m2)}  {q1, q2} , αM {αM(m′1), αM(m′2)}] +
[{αM(m1), αM(m2)} , {αM(m′1), αM(m′2)}]  {q1, q2} =
[{α2M (m1) , α2M (m2)} , {[q1, q2]  αM(m′1), α2M (m′2)} − {[q1, q2]  αM(m′2), α2M (m′1)}]−
[{αM(m1)  [q1, q2] , α2M (m2)} − {α2M (m1) , [q1, q2]  αM(m2)} , {α2M (m′1) , α2M (m′2)}] +
{[αM(m1), αM(m2)]  [q1, q2] , α2M [m′1,m′2]}−{α2M [m1,m2] , [q1, q2]  [αM(m′1), αM(m′2)]} =
{α2M [m1,m2] , [[q1, q2]  αM(m′1), α2M (m′2)]}−{α2M [m1,m2] , [[q1, q2]  αM(m′2), α2M (m′1)]}−
{[αM(m1)  [q1, q2] , α2M (m2)] , α2M [m′1,m′2]}+{[α2M (m1) , [q1, q2]  αM(m2)] , α2M [m′1,m′2]}+
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{αM [m1,m2]  [q1, q2] , α2M [m′1,m′2]} − {α2M [m1,m2] , [q1, q2]  αM([m′1,m′2]}.
Esta última igualdad se anula gracias a los axiomas de Hom-acción.
g)
αM ({q1, q2}  {αM(m1), αM(m2)})− {q1, q2}  αM {αM(m1), αM(m2)} =
αM ({[q1, q2]  αM(m1), α2M (m2)} − {[q1, q2]  αM(m2), α2M (m1)})−
{q1, q2}  {α2M (m1) , α2M (m2)} =
{αM ([q1, q2]  αM(m1)) , α3M (m2)} − {αM ([q1, q2]  αM(m2)) , α3M (m1)}−
{[q1, q2]  α2M (m1) , α3M (m2)}+ {[q1, q2]  α2M (m2) , α3M (m1)} = 0.
h)
αM ({αM(m1), αM(m2)}  {q1, q2})− αM {αM(m1), αM(m2)}  {q1, q2} =
αM ({αM(m1)  [q1, q2] , α2M (m2)} − {α2M (m1) , [q1, q2]  αM(m2)})−
{α2M (m1) , α2M (m2)}  {q1, q2} =
{α2M (m1  [q1, q2]) , α3M (m2)} − {α3M (m1) , αM ([q1, q2]  αM(m2))}−
{α2M (m1)  [q1, q2] , α3M (m2)}+ {α3M (m1) , [q1, q2]  α2M (m2)} = 0.
Entonces podemos definir el homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz
τ (uceα (M) , αM)o σ
(
uce (Q) , Iduce(Q)
)
‖o
τ o σ : (uceα (M) , αM)o
(
uce (Q) , Iduce(Q)
)→ (uceα (G) , αG)
por
τ o σ ({αM(m1), αM(m2)} , {q1, q2}) =
({t (αM(m1)) , t (αM(m2))} , {s (q1) , s (q2)})
Comprobamos a continuación que es un homomorfismo de álgebras Hom-
Leibniz. En efecto, (τ o σ) conserva el corchete:
(τ o σ) [({αM(m1), αM(m2)} , {q1, q2}) , ({αM(m′1), αM(m′2)} , {q′1, q′2})] =
(τ o σ) ([{αM(m1), αM(m2)} , {αM(m′1), αM(m′2)}] +
{q1, q2}  {αM(m′1), αM(m′2)}+
{αM(m1), αM(m2)}  {q′1, q′2} , [{q1, q2} , {q′1, q′2}]) =
(τ o σ) ({[αM(m1), αM(m2)] , [αM(m′1), αM(m′2)]}+
{[q1, q2]  αM(m′1), α2M(m′2)}− {[q1, q2]  αM(m′2), α2M(m′1)}+
{αM(m1)  [q′1, q′2], α2M(m2)}− {α2M(m1), [q′1, q′2]  αM(m2)}, {[q1, q2], [q′1, q′2]}) =
({t [αM(m1), αM(m2)] , t [αM(m′1), αM(m′2)]}+ {t([q1, q2] m′1), t(α2M(m′2))} −
{t([q1, q2]  αM(m′2)), t(α2M(m′1))}+ {t(αM(m1)  [q′1, q′2]), t(α2M(m2))}−
{t(α2M(m1)), t([q′1, q′2]  αM(m2))}, {s[q1, q2], s[q′1, q′2]}) .
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[(τ o σ) ({αM(m1), αM(m2)} , {q1, q2}) , (τ o σ) ({αM(m′1), αM(m′2)} , {q′1, q′2})] =
[({t (αM(m1)) , t (αM(m2))} , {s (q1) , s (q2)}) , ({t (αM(m′1)) , t (αM(m′2))} ,
{s (q′1) , s (q′2)})] =
([{t (αM(m1)) , t (αM(m2))} , {t (αM(m′1)) , t (αM(m′2))}] +
{s (q1) , s (q2)}  {t (αM(m′1)) , t (αM(m′2))}+
{t (αM(m1)) , t (αM(m2))}  {s (q′1) , s (q′2)} , [{s (q1) , s (q2)} , {s (q′1) , s (q′2)}]) =
({t [αM(m1), αM(m2)] , t [αM(m′1), αM(m′2)]}+
{s [q1, q2]  t (αM(m′1)) , αM (t (αM(m′2)))}−
{[s (q1) , s (q2)]  t (αM(m′2)) , α2M (t (m′1))}+
{t (αM(m1))  [s (q′1) , s (q′2)] , α2M (t (m2))}−
{α2M (t (m1)) , [s (q′1) , s (q′2)]  t (αM(m2))} ,
{
s [q1,q2] , s
[
q′1,q
′
2
]})
=
({t [αM(m1), αM(m2)] , t [αM(m′1), αM(m′2)]}+
{t ([q1, q2]  αM(m′1)) , αG (t (αM(m′2)))}−
{t ([q1, q2]  αM(m′2)) , αG (t (αM(m′1)))}+{t (αM(m1)  [q′1, q′2]) , αG (t (αM(m2)))}−
{αG (t (αM(m1))) , t ([q′1, q′2]  αM(m2))} ,
{
s [q1,q2] , s
[
q′1,q
′
2
]})
.
y (τ o σ) · (αM o Iduce(Q)) = αG · (τ o σ):
(τ o σ)
((
αM o Iduce(Q)
)
({αM(m1), αM(m2)} , {q1, q2})
)
=
(τ o σ) ({α2M (m1) , α2M (m2)} , {q1, q2}) =
({t (α2M (m1)) , t (α2M (m2))} , {s (q1) , s (q2)}) =
({αG (t (αM(m1))) , αG (t (αM(m2)))} , {αG (s (q1)) , αG (s (q2))}) =
αG ({t (αM(m1)) , t (αM(m2))} , {s (q1) , s (q2)}) =
αG ((τ o σ) ({αM(m1), αM(m2)} , {q1, q2})).
Además τ o σ es un epimorfismo debido a que
(uceα(G), αG) ∼= τ (uceα (M) , αM)o σ
(
uce (Q) , Iduce(Q)
)
.
De las relaciones procedentes de la acción inducida por la extensión escin-
dida (aquí se está haciendo un abuso de lenguaje y se identifica (uceα(M), αM)
con (τ(uceα(M)), αG|))
τ ({q1, q2}  {αM(m1), αM(m2)}) = [{s (q1) , s (q2)} , {t (αM(m1)) , t (αM(m2))}],
y
τ ({αM(m1), αM(m2)}  {q1, q2}) = [{t (αM(m1)) , t (αM(m2))} , {s (q1) , s (q2)}],
se deduce que:
t·UMα ({q1, q2}  {αM(m1), αM(m2)}) = UGα ·τ ({q1, q2}  {αM(m1), αM(m2)}) =
UGα [{s (q1) , s (q2)} , {t (αM(m1)) , t (αM(m2))}] =
UGα {[s (q1) , s (q2)] , [t (αM(m1)) , t (αM(m2))]} =
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[[s (q1) , s (q2)] , [t (αM(m1)) , t (αM(m2))]] =[
UGα {s (q1) , s (q2)} , UGα {t (αM(m1)) , t (αM(m2))}
]
=[
UGα · σ {q1, q2} , UGα · τ {αM(m1), αM(m2)}
]
=[
s · uQ {q1, q2} , t · UMα {αM(m1), αM(m2)}
]
=
uQ {q1, q2}  UMα {αM(m1), αM(m2)} = [q1, q2]  [αM(m1), αM(m2)].
Del mismo modo,
t·UMα ({αM(m1), αM(m2)}  {q1, q2}) = UGα ·τ ({αM(m1), αM(m2)}  {q1, q2}) =
UGα [{t (αM(m1)) , t (αM(m2))} , {s (q1) , s (q2)}] =
UGα {[t (αM(m1)) , t (αM(m2))] , [s (q1) , s (q2)]} =
[[t (αM(m1)) , t (αM(m2))] , [s (q1) , s (q2)]] =[
UGα {t (αM(m1)) , t (αM(m2))} , UGα {s (q1) , s (q2)}
]
=[
UGα · τ {αM(m1), αM(m2)} , UGα · σ {q1, q2}
]
=[
t
(
uMα {αM(m1), αM(m2)}
)
, s (uQ {q1, q2})
]
=
UMα {αM(m1), αM(m2)}  uQ {q1, q2} = [αM(m1), αM(m2)]  [q1, q2].
4. Definimos ahora la aplicación
Φ :
(
uceα (M)o uce (Q) , αM o Iduce(Q)
) → (G,αG)
({αM(m1), αM(m2)} , {q1, q2}) 7→ (t [αM(m1), αM(m2)] , s [q1, q2])
y verificamos que Φ :=
(
t · UMα
)
o(s · uQ) es un homomorfismo de álgebras
Hom-Leibniz. En efecto, Φ conserva el corchete:
Φ [({αM(m1), αM(m2)} , {q1, q2}) , ({αM(m′1), αM(m′2)} , {q′1, q′2})] =
Φ ([{αM(m1), αM(m2)} , {αM(m′1), αM(m′2)}] +
{q1, q2}  {αM(m′1), αM(m′2)}+
{αM(m1), αM(m2)}  {q′1, q′2} , [{q1, q2} , {q′1, q′2}]) =
Φ ({[αM(m1), αM(m2)] , [αM(m′1), αM(m′2)]}+ {[q1, q2]  αM(m′1), α2M (m′2)}−
{[q1, q2]  αM(m′2), α2M (m′1)}+ {αM(m1)  [q′1, q′2] , α2M (m2)}−
{α2M (m1) , [q′1, q′2]  αM(m2)} , {[q1, q2] , [q′1, q′2]}) =
(t [[αM(m1), αM(m2)] , [αM(m
′
1), αM(m
′
2)]] + t [[q1, q2]  αM(m′1), α2M (m′2)]−
t [[q1, q2]  αM(m′2), α2M (m′1)] + t [αM(m1)  [q′1, q′2] , α2M (m2)]−
t [α2M (m1) , [q
′
1, q
′
2]  αM(m2)] , s [[q1, q2] , [q′1, q′2]]) =
(t [[αM(m1), αM(m2)] , [αM(m
′
1), αM(m
′
2)]] +
[[s [q1, q2] , t (αM(m
′
1))] , t (α
2
M (m
′
2))]−
[[s [q1, q2] , t (αM(m
′
2))] , t (α
2
M (m
′
1))] + [[t (αM(m1)) , s [q
′
1, q
′
2]] , t (α
2
M (m2))]−
[t (α2M (m1)) , [s [q
′
1, q
′
2] , t (αM(m2))]] , s [[q1, q2] , [q
′
1, q
′
2]]) =
(t [[αM(m1), αM(m2)] , [αM(m
′
1), αM(m
′
2)]] +
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[αG (s [q1, q2]) , [t (αM(m
′
1)) , t (αM(m
′
2))]] +
[[t (αM(m1)) , t (αM(m2))] , αG (s [q
′
1, q
′
2])] , s [[q1, q2] , [q
′
1, q
′
2]]) =
(t [[αM(m1), αM(m2)] , [αM(m
′
1), αM(m
′
2)]] + [s [q1, q2] , t [αM(m
′
1), αM(m
′
2)]] +
[t [αM(m1), αM(m2)] , s [q
′
1, q
′
2]] , s [[q1, q2] , [q
′
1, q
′
2]]).
[Φ ({αM(m1), αM(m2)} , {q1, q2}) ,Φ ({αM(m′1), αM(m′2)} , {q′1, q′2})] =
[(t [αM(m1), αM(m2)] , s [q1, q2]) , (t [αM(m
′
1), αM(m
′
2)] , s [q
′
1, q
′
2])] =
([t [αM(m1), αM(m2)] , t [αM(m
′
1), αM(m
′
2)]] + s [q1, q2]  t [αM(m′1), αM(m′2)] +
t [αM(m1), αM(m2)]  s [q′1, q′2] , [s [q′1, q′2] , s [q′1, q′2]]) =
([t [αM(m1), αM(m2)] , t [αM(m
′
1), αM(m
′
2)]] + t ([q1, q2]  [αM(m′1), αM(m′2)]) +
t ([αM(m1), αM(m2)]  [q′1, q′2]) , [s [q′1, q′2] , s [q′1, q′2]]) =
([t [αM(m1), αM(m2)] , t [αM(m
′
1), αM(m
′
2)]] + [s [q1, q2] , t [αM(m
′
1), αM(m
′
2)]] +
[t [αM(m1), αM(m2)] , s [q
′
1, q
′
2]] , [s [q
′
1, q
′
2] , s [q
′
1, q
′
2]]) .
y Φ · (αM o Iduce(Q)) = αG · Φ:
Φ
((
αM o Iduce(Q)
)
({αM(m1), αM(m2)} , {q1, q2})
)
=
Φ ({α2M (m1) , α2M (m2)} , {q1, q2}) = (t [α2M (m1) , α2M (m2)] , s [q1, q2]).
αG (Φ ({αM(m1), αM(m2)} , {q1, q2})) = αG (t [αM(m1), αM(m2)] , s [q1, q2]) =
(αG (t [αM(m1), αM(m2)]) , αG (s [q1, q2])) = (t (α
2
M [m1,m2]) , s [q1, q2]) .
Además Φ es un homomorfismo sobreyectivo que hace conmutativo el
siguiente diagrama:(
uceα (M)o uce (Q) , αM o Iduce(Q)
) τoσ // //
Φ
**
(uceα (G) , αG)
UGαwwww
(G,αG)
(3.10)
UGα ((τ o σ) ({αM(m1), αM(m2)} , {q1, q2})) =
UGα ({t (αM(m1)) , t (αM(m2))} , {s (q1) , s (q2)})
(?)
=
UG({(αM(m1), q1), (αM(m2), q2)}−{t(αM(m1)), s(q2)}−{s(q1), t(αM(m2))}) =
[(αM(m1), q1) , (αM(m2), q2)]− [t (αM(m1)) , s (q2)]− [s (q1) , t (αM(m2))] =
([αM(m1), αM(m2)] + q1  αM(m2) + αM(m1)  q2, [q1, q2])−
[t (αM(m1)) , s (q2)]− [s (q1) , t (αM(m2))] =
(t [αM(m1), αM(m2)] + t [s (q1) , t (αM(m2))] + t [t (αM(m1)) , s (q2)] + s [q1, q2])
− [t (αM(m1)) , s (q2)]− [s (q1) , t (αM(m2))] =
t [αM(m1), αM(m2)] + s [q1, q2] = (t [αM(m1), αM(m2)] , s [q1, q2]) =
Φ ({αM(m1), αM(m2)} , {q1, q2}),
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(?) aquí se está utilizando la identificación (G,αG) ∼= (M,αM)o (Q, IdQ), es
decir g ≡ t(m) + s(q), por lo que {(αM(m1), q1) , (αM(m2), q2)} = (αM(m1),
q1) ⊗ (αM(m2), q2) + IG = (t (αM(m1)) + s (q1)) ⊗ (t (αM(m2)) + s (q2)) +
IG = t (αM(m1))⊗ t (αM(m2)) + t (αM(m1))⊗ s (q2) + s (q1)⊗ t (αM(m2)) +
s (q1) ⊗ s (q2) + IG = {t (αM(m1)) , t (αM(m2))} + {t (αM(m1)) , s (q2)} +
{s (q1) , t (αM(m2))}+ {s (q1) , s (q2)}.
Probaremos ahora que
uce (Q) Ker(UMα )⊕Ker(UMα )  uce (Q) ⊆ Ker(τ) ⊆ Ker(UMα )
La segunda inclusión es obvia puesto que t ·UMα = UGα · τ y t es inyectiva.
Para la primera inclusión, observamos que de la conmutatividad del si-
guiente diagrama (
Ker(UMα ), αM |
)
//


(
Ker(UGα ), αG|
)


Ker(τ)
77
// // (uceα(M), αM)
τ //
UMα
(uceα(G), αG)
UGα
(M,αM)
t // (G,αG)
se tiene que UGα ·τ
(
Ker(UMα )
)
= t·UMα
(
Ker(UMα )
)
= 0, es decir, τ
(
Ker(UMα )
)
⊆ Ker(UGα ) ⊆ Z (uceα(G)), y, por tanto,
τ
(
uce (Q) Ker(UMα )
)
=
[
σ (uce (Q)) , τ
(
Ker(UMα )
)]
= 0,
y
τ
(
Ker(UMα )  uce (Q)
)
=
[
τ
(
Ker(UMα )
)
, σ (uce (Q))
]
= 0.
En consecuencia, uce (Q) Ker(UMα )⊕Ker(UMα )  uce (Q) ⊆ Ker(τ).
Por otra parte,
(
uce (Q) Ker(UMα )⊕Ker(UMα )  uce (Q) , αM |
)
es un
Hom-ideal bilátero de (uceα (M) , αM). En efecto, en primer lugar verificamos
que es una subálgebra abeliana. Para ello, consideremos {αM(m1), αM(m2)} ,
{αM(m′1), αM(m′2)} , {αM(m′′1), αM(m′′2)} , {αM(m′′′1 ), αM(m′′′2 )} ∈ Ker(UMα )
y {q1, q2} , {q′1, q′2} , {q′′1 , q′′2} , {q′′′1 , q′′′2 } ∈ uce (Q), entonces
[({q1, q2}  {αM(m1), αM(m2)} , {αM(m′1), αM(m′2)}  {q′1, q′2}) ,
({q′′1 , q′′2}  {αM(m′′1), αM(m′′2)} , {αM(m′′′1 ), αM(m′′′2 )}  {q′′′1 , q′′′2 })] =
[({[q1, q2]  αM(m1), α2M (m2)} − {[q1, q2]  αM(m2), α2M (m1)} ,
{αM(m′1)  [q′1, q′2] , α2M (m′2)} − {α2M (m′1) , [q′1, q′2]  αM(m′2)}) ,
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({[q′′1 , q′′2 ]  αM(m′′1), α2M (m′′2)} − {[q′′1 , q′′2 ]  αM(m′′2), α2M (m′′1)} ,
{αM(m′′′1 )  [q′′′1 , q′′′2 ] , α2M (m′′′2 )} − {α2M (m′′′1 ) , [q′′′1 , q′′′2 ] m′′′2 })] =
([{[q1, q2]  αM(m1), α2M (m2)} − {[q1, q2]  αM(m2), α2M (m1)} ,
{[q′′1 , q′′2 ]  αM(m′′1), α2M (m′′2)} − {[q′′1 , q′′2 ]  αM(m′′2), α2M (m′′1)}],
[{αM(m′1)  [q′1, q′2] , α2M (m′2)} − {α2M (m′1) , [q′1, q′2]  αM(m′2)}−
{αM(m′′′1 )  [q′′′1 , q′′′2 ] , α2M (m′′′2 )} − {α2M (m′′′1 ) , [q′′′1 , q′′′2 ]  αM(m′′′2 )}]) =
({[[q1, q2]  αM(m1), α2M (m2)], [[q′′1 , q′′2 ]  αM(m′′1), α2M (m′′2)]}−
{[[q1, q2]  αM(m1), α2M (m2)], [[q′′1 , q′′2 ]  αM(m′′2), α2M (m′′1)]}−
{[[q1, q2]  αM(m2), α2M (m1)], [[q′′1 , q′′2 ]  αM(m′′1), α2M (m′′2)]}+
{[[q1, q2]  αM(m2), α2M (m1)], [[q′′1 , q′′2 ]  αM(m′′2), α2M(m′′1)]} ,
{[αM(m′1)  [q′1, q′2], α2M(m′2)], [αM(m′′′1 )  [q′′′1 , q′′′2 ], α2M(m′′′2 )]}−
{[αM(m′1)  [q′1, q′2], α2M(m′2)], [α2M(m′′′1 ), [q′′′1 , q′′′2 ]  αM(m′′′2 )]}−
{[α2M(m′1), [q′1, q′2]  αM(m′2)], [αM(m′′′1 )  [q′′′1 , q′′′2 ], α2M(m′′′2 )}+
{[α2M(m′1), [q′1, q′2]  αM(m′2)], [α2M(m′′′1 ), [q′′′1 , q′′′2 ]  αM(m′′′2 )]}) =
({[q1, q2]  [αM(m1), αM(m2)], [q′′1 , q′′2 ]  [αM(m′′1), αM(m′′2)]},
{[αM(m′1), αM(m′2)]  [q′1, q′2], [αM(m′′′1 ), αM(m′′′2 )]  [q′′′1 , q′′′2 ]}) = (0, 0).
uce (Q) Ker(UMα )⊕Ker(UMα )  uce (Q) es conservado por αM , es decir,
αM ({q1, q2}  {αM(m1), αM(m2)}) =
αM ({[q1, q2]  αM(m1), α2M (m2)} − {[q1, q2]  αM(m2), α2M (m1)}) =
{αM ([q1, q2]  αM(m1)) , α3M (m2)} − {αM ([q1, q2]  αM(m2)) , α3M (m1)} =
{[q1, q2]  α2M (m1) , α3M (m2)} − {[q1, q2]  α2M (m2) , α3M (m1)} =
{q1, q2}  {α2M(m1), α2M(m2)} =
{q1, q2}  α{αM(m1), αM(m2)} ∈ uce (Q) Ker(UMα ),
y
αM ({αM(m1), αM(m2)}  {q1, q2}) =
αM ({αM(m1)  [q1, q2] , α2M (m2)} − {α2M (m1) , [q1, q2]  αM(m2)}) =
{αM (αM(m1)  [q1, q2]) , α3M (m2)} − {α3M (m1) , αM ([q1, q2]  αM(m2))} =
{α2M (m1)  [q1, q2] , α3M (m2)} − {α3M (m1) , [q1, q2]  α2M (m2)}
{α2M(m1), α2M(m2)}  {q1, q2} =
α{αM(m1), αM(m2)}  {q1, q2} ∈ Ker(UMα )  uce (Q) .
Finalmente comprobamos la condición de Hom-ideal bilátero. Para ello
consideremos {αM(m1), αM(m2)} ∈ Ker(UMα ), {αM(m′1), αM(m′2)} ∈ uceα (M)
y {q1, q2} ∈ uce (Q), entonces
[({q1, q2}  {αM (m1) , αM (m2)}) , {αM (m′1) , αM (m′2)}] =
[({[q1, q2]  αM (m1) , α2M (m2)} − {[q1, q2]  αM (m2) , α2M (m1)}) ,
{αM (m′1) , αM (m′2)}] =
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{[[q1, q2]  αM (m1) , α2M (m2)] , [αM (m′1) , αM (m′2)]}−
{[[q1, q2]  αM (m2) , α2M (m1)] , [αM (m′1) , αM (m′2)]} =
{([q1, q2]  [αM (m1) , αM (m2)]) , [αM (m′1) , αM (m′2)]} =
{[q1, q2]  0, [αM (m′1) , αM (m′2)]} = 0.
[{αM (m′1) , αM (m′2)} , ({q1, q2}  {αM (m1) , αM (m2)})] =
[{αM (m′1) , αM (m′2)} , ({[q1, q2]  αM (m1) , α2M (m2)}−
{[q1, q2]  αM (m2) , α2M (m1)})] =
{[αM (m′1) , αM (m′2)] , [[q1, q2]  αM (m1) , α2M (m2)]}−
{[αM (m′1) , αM (m′2)] , [[q1, q2]  αM (m2) , α2M (m1)]} =
{[αM (m′1) , αM (m′2)] , ([q1, q2]  [αM (m1) , αM (m2)])} =
{[αM (m′1) , αM (m′2)] , [q1, q2]  0} = 0.
[({αM (m1) , αM (m2)}  {q1, q2}) , {αM (m′1) , αM (m′2)}] =
[({αM (m1)  [q1, q2] , α2M (m2)} − {α2M (m1) , [q1, q2]  αM (m2)}) ,
{αM (m′1) , αM (m′2)}] =
[{αM (m1)  [q1, q2] , α2M (m2)} , {αM (m′1) , αM (m′2)}]−
[{α2M (m1) , [q1, q2]  αM (m2)} , {αM (m′1) , αM (m′2)}] =
{[αM (m1)  [q1, q2] , α2M (m2)] , [αM (m′1) , αM (m′2)]}−
{[α2M (m1) , [q1, q2]  αM (m2)] , [αM (m′1) , αM (m′2)]} =
{[αM (m1) , αM (m2)]  [q1, q2] , [αM (m′1) , αM (m′2)]} =
{0  [q1, q2] , [αM (m′1) , αM (m′2)]} = 0.
[{αM (m′1) , αM (m′2)} , ({αM (m1) , αM (m2)}  {q1, q2})] =
[{αM (m′1) , αM (m′2)} , ({αM (m1)  [q1, q2] , α2M (m2)}−
{α2M (m1) , [q1, q2]  αM (m2)})] =
[{αM (m′1) , αM (m′2)} , {αM (m1)  [q1, q2] , α2M (m2)}]−
[{αM (m′1) , αM (m′2)} , {α2M (m1) , [q1, q2]  αM (m2)}] =
{[αM (m′1) , αM (m′2)] , [αM (m1)  [q1, q2] , α2M (m2)]}−
{[αM (m′1) , αM (m′2)] , [α2M (m1) , [q1, q2]  αM (m2)]} =
{[αM (m′1) , αM (m′2)] , [αM (m1) , αM (m2)]  [q1, q2]} =
{[αM (m′1) , αM (m′2)] , 0  [q1, q2]} = 0.
Así, la Hom-acción de (uce (Q) , IdQ) sobre (uceα (M) , αM) induce una
Hom-acción de (uce (Q) , IdQ) sobre(
uceα (M), αM
)
=
(
uceα (M)
uce (Q) Ker(uMα )⊕Ker(uMα )  uce (Q)
, αM
)
ya que uce (Q)
(
uce (Q) Ker(UMα )⊕Ker(UMα )  uce (Q)
) ⊆ uce (Q)Ker(UMα )
⊕Ker(UMα )  uce (Q) y
(
uce (Q) Ker(UMα )⊕Ker(UMα )  uce (Q)
)
 uce (Q) ⊆
uce (Q) Ker(UMα )⊕Ker(UMα )  uce (Q).
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Puesto que τ se anula sobre uce (Q)  Ker(UMα ) ⊕ Ker(UMα )  uce (Q),
entonces se induce τ : uceα (M) → τ (uceα (M)). Este hecho se ilustra en
siguiente diagrama en el que usamos la notación I = uce (Q)  Ker(UMα ) ⊕
Ker(UMα )  uce (Q):(
I, αM |
)

 0

(uceα(M), αM)
τ //

)) ))
(uceα(G), αG)
τ (uceα(M), αM)
55
55
(
uceα (M), αM
) τ
66
Ahora podemos construir el siguiente diagrama conmutativo:
I // //

I o 0 // //

0

Ker (τ o σ)

// //
(
uceα (M)o uce (Q) , αM o Iduce(Q)
) τoσ // //

(uceα (G) , αG)
Ker(τoσ)
I
// //
(
uceα (M)o uce (Q) , αM o Iduce(Q)
)
Ψ // // (uceα (G) , αG)
cuya fila inferior es una extensión central. En efecto, sea, ({αM (m1) , αM (m2)} ,
{q1, q2}) + I ∈ Ker(τoσ)I , donde {αM (m1) , αM (m2)} ∈ Ker(τ) y {q1, q2} ∈
Ker(σ), y ({αM (m′1) , αM (m′2)}+ I, {q′1, q′2}) ∈ uceα (M)ouce (Q), entonces
[({αM (m1) , αM (m2)} , {q1, q2}) + I, ({αM (m′1) , αM (m′2)}+ I, {q′1, q′2})] =
[({αM (m1) , αM (m2)} , {q1, q2}) , ({αM (m′1) , αM (m′2)} , {q′1, q′2})] + I =
([{αM (m1) , αM (m2)} , {αM (m′1) , αM (m′2)}] + {q1, q2}{αM (m′1) , αM (m′2)}
+ {αM (m1) , αM (m2)}  {q′1, q′2} , [{q1, q2} , {q′1, q′2}]) + I =
({[αM (m1) , αM (m2)] , [αM (m′1) , αM (m′2)]}+ {q1, q2}  {αM (m′1) , αM (m′2)}
+ {αM (m1) , αM (m2)}  {q′1, q′2} , {[q1, q2] , [q′1, q′2]}) + I =
({0, [αM (m′1) , αM (m′2)]}+ {[q1, q2]  αM (m′1) , α2M (m′2)}−
{[q1, q2]αM(m′2), α2M(m′1)}+{αM (m1) , αM (m2)}{q′1, q′2} , {0, [q′1, q′2]})+I =
0.
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[({αM (m′1) , αM (m′2)}+ I, {q′1, q′2}) , ({αM (m1) , αM (m2)} , {q1, q2}) + I] =
[({αM (m′1) , αM (m′2)} , {q′1, q′2}) , ({αM (m1) , αM (m2)} , {q1, q2})] + I =
([{αM (m′1) , αM (m′2)} , {αM (m1) , αM (m2)}] + {q′1, q′2}{αM (m1) , αM (m2)}+
{αM (m′1) , αM (m′2)}  {q1, q2} , [{q′1, q′2} , {q1, q2}]) =
({[αM (m′1) , αM (m′2)] , [αM (m1) , αM (m2)]}+
{q′1, q′2}  {αM (m1) , αM (m2)}+ {αM (m′1)  [q1, q2], α2M (m′2)}−
{α2M(m′1), [q1, q2]  αM(m′2)}, {[q′1, q′2] , [q1, q2]} =
({[αM (m′1) , αM (m′2)] , 0}+ {q′1, q′2}  {αM (m1) , αM (m2)}+
{0, α2M (m′2)} − {α2M(m′1), 0}, {[q′1, q′2] , 0}) = 0.
Verificamos a continuación que (uceα (G) , αG) es un álgebra Hom-Leibniz
α-perfecta. En efecto: obviamente [αG (uceα (G)) , αG (uceα (G))] ⊆ uceα (G).
Para la inclusión inversa, sea {αG (g1) , αG (g2)} ∈ uceα (G); como (G,αG) es
un álgebra Hom-Leibniz α-perfecta, entonces g1 =
∑
i
λi [αG (gi1) , αG (gi2)] y
g2 =
∑
j
µj
[
αG
(
g′j1
)
, αG
(
g′j2
)]
, entonces
{αG (g1) , αG (g2)} ={
αG
(∑
i
λi [αG (gi1) , αG (gi2)]
)
, αG
(∑
j
µj
[
αG
(
g′j1
)
, αG
(
g′j2
)])}
={∑
i
λi [α
2
G (gi1) , α
2
G (gi2)] ,
∑
j
µj
[
α2G
(
g′j1
)
, α2G
(
g′j2
)]}
=∑
i,j
λiµj
{
[α2G (gi1) , α
2
G (gi2)] ,
[
α2G
(
g′j1
)
, α2G
(
g′j2
)]}
=∑
i,j
λiµj
[{α2G (gi1) , α2G (gi2)} ,{α2G (g′j1) , α2G (g′j2)}] =∑
i,j
λiµj
[
αG {αG (gi1) , αG (gi2)} , αG
{
αG
(
gj1
)
, αG
(
gj2
)}] ∈
[αG (uceα (G)) , αG (uceα (G))] .
Como (uceα (G) , αG) es α-perfecta, entonces por el Teorema 3.2.5 admi-
te una extensión α-central universal y, por el Corolario 3.4.2, uceα (G) es
centralmente cerrada, es decir, uce (uceα (G)) ∼= uceα (G).
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Considerando el siguiente diagrama,(
uceα (M)o uce (Q) , αM o Iduce(Q)
)
Ψ // //
Ψ

Id
$$
(uceα (G) , αG)
(uceα (G) , αG) //
Id // //
µ

(uceα (G) , αG)
(
uceα (M)o uce (Q) , αM o Iduce(Q)
)
Ψ // // (uceα (G) , αG)
en el que Id : (uceα (G) , αG)→ (uceα (G) , αG) es una extensión central uni-
versal puesto que (uceα (G) , αG) es centralmente cerrada y Ψ es una extensión
central, lo que implica la existencia de un único homomorfismo de álgebra
Hom-Leibniz µ : (uceα (G) , αG) →
(
uceα (M)o uce (Q) , αM o Iduce(Q)
)
tal
que Ψ · µ = Id.
Como Ψ · µ · Ψ = Id · Ψ = Ψ = Ψ · Id, por ser uceα (M) o uce (Q)
α−perfecta (puesto que es el producto semi-directo de álgebras α-perfectas),
el Lema 3.2.4 implica que µ ·Ψ = Id.
En consecuencia, Ψ es un isomorfismo, lo que implica que Ker(Ψ) =
Ker(τoσ)
I
= 0, por lo que Ker (τ o σ) ⊆ I.
Toda la disquisición anterior se resume en:
5. Ker (τ o σ) ∼= uce (Q) Ker(UMα )⊕Ker(UMα )  uce (Q).
El núcleo del homomorfismo Φ =
(
t · UMα o s · uQ
)
esKer(UMα )⊕Ker(uQ),
pues Φ ({αM (m1) , αM (m2)} , {q1, q2}) = 0 si, y solo si, (t [αM (m1) , αM (m2)] ,
s [q1, q2]) = 0 si, y solo si, t ·UMα {αM (m1) , αM (m2)} = 0 y s ·uQ {q1, q2} = 0
si, y solo si, {αM (m1) , αM (m2)} ∈ Ker(UMα ) y {q1, q2} ∈ Ker(uQ).
Resumimos los anteriores resultados en el siguiente
Teorema 3.6.2 Consideremos una extensión escindida de álgebras Hom-
Leibniz α-perfectas
0 // (M,αM)
t // (G,αG)
p // (Q, IQ) //
s
oo 0
en la que la Hom-acción inducida de (Q, Id) sobre (M,αM) es simétrica.
Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:
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1. (uceα(G), αG) = τ (uceα (M) , αM)o σ
(
uce (Q) , Iduce(Q)
)
.
2. σ
(
uce (Q) , Iduce(Q)
) ∼= (uce (Q) , Iduce(Q)) .
3.
(
Ker(UGα ), αG|
) ∼= τ (Ker(UMα ), αM |)⊕ σ (HL2(Q), Iduce(Q)|) .
4. El homomorfismo de álgebras Hom-Leibniz Φ : (uceα (M)o uce (Q) ,
αM o Iduce(Q)
)→ (G,αG) dado por Φ ({αM(m1), αM(m2)} , {q1, q2}) =
(t [αM(m1), αM(m2)] , s [q1, q2]) es un epimorfismo que hace conmutati-
vo el diagrama (3.10) y cuyo núcleo es Ker(UMα )⊕HL2(Q).
5. Ker (τ o σ) ∼= uce (Q) Ker(UMα )⊕Ker(UMα )  uce (Q).
Nota 3.6.3 Obsérvese que las afirmaciones 1., 2. y 3. del Teorema 3.6.2
funcionan en el caso general, no necesitan de la hipótesis restrictiva de Hom-
acción simétrica.
Teorema 3.6.4 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) Φ = (t·UMα )o(s·uQ) :
(
uceα (M)o uce (Q) , αM o Iduceα(Q)
)→ (G,αG)
es una extensión central, y por lo tanto, una α-capa.
b) La Hom-acción de (uce(Q), IdQ) sobre (Ker(UMα ), αM |) es trivial.
c) τ o σ es un isomorfismo. En consecuencia uceα (M) o uce (Q) es la
extensión α-central universal de (G,αG).
d) τ es inyectiva.
En particular, para el producto directo (G,αG) = (M,αM) × (Q, IdQ) se
tiene que(
uceα (M ×Q) , αM × IdQ
) ∼= (uceα (M)× uce (Q) , αM × Iduce(Q))
Demostración. a) ⇐⇒ b)
Si Φ :
(
uceα (M)o uce (Q) , αM o Iduce(Q)
) → (G,αG) es una extensión
central, puesto queKer(Φ) = Ker(UMα )⊕HL2(Q), entonces para ({αM (m1) ,
αM (m2)} , {q1, q2}) ∈ Ker(UMα )⊕HL2(Q) y ({αM (m′1) , αM (m′2)} , {q′1, q′2})
∈ uceα (M)o uce (Q), se tiene:[
({αM (m1) , αM (m2)} , {q1, q2}) ,
({αM (m′1) , αM (m′2)} ,{q′1, q′2})] =
([{αM (m1) , αM (m2)} , {αM (m′1) , αM (m′2)}] + {q1, q2}  {αM (m′1) , αM (m′2)}
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+ {αM (m1) , αM (m2)} 
{
q′1, q
′
2
}
,
[{q1, q2} ,{q′1, q′2}]) =
({[αM (m1) , αM (m2)] , [αM (m′1) , αM (m′2)]}+ {[q1, q2]  αM (m′1) , α2M (m′2)}−
{[q1, q2]  αM (m′2) , α2M(m′1)}+ {αM (m1) , αM (m2)} 
{
q′1, q
′
2
}
, {[q1, q2], [q′1, q′2]}
)
=({αM (m1) , αM (m2)}  {q′1, q′2} , 0) = (0, 0).[({αM (m′1) , αM (m′2)} ,{q′1, q′2}) , ({αM (m1) , αM (m2)} , {q1, q2})] =(
[{αM (m′1) , αM (m′2)} , {αM (m1) , αM (m2)}] +
{
q′1, q
′
2
}
 {αM (m1) , αM (m2)}+
{αM (m′1) , αM (m′2)}  {q1, q2} ,
[{
q′1, q
′
2
}
, {q1, q2}
])
=({[αM (m′1) , αM (m′2)] , [αM (m1) , αM (m2)]}+ {q′1, q′2}  {αM (m1) , αM (m2)}+
{αM (m′1)  [q1, q2] , α2M(m′2)} − {α2M(m′1), [q1, q2 ]  αM(m2)} , {[q′1, q′2], [q1, q2]}) =({
q′1, q
′
2
}
 {αM (m1) , αM (m2)} , 0
)
= (0, 0).
Es decir, que la Hom-acción de (uce(Q), IdQ) sobre (Ker(UMα ), αM |) es
trivial y recíprocamente.
Además (uceα (M)o uce (Q) , αM o Iduce(Q)) es α−perfecta, ya que
uceα (M)o uce (Q) = [αM (uceα (M)) , αM (uceα (M))]o [uce (Q) , uce (Q)] =
[αM (uceα (M))o uce (Q) , αM (uceα (M))o uce (Q)] =
[αM o Iduce(Q) (uceα (M)o uce (Q)) , αM o Iduce(Q) (uceα (M)o uce (Q))]
todo ello debido a la trivialidad de la Hom-acción.
b) ⇐⇒ c)
Por el apartado 5. del Teorema 3.6.2 sabemos que Ker (τ o σ) ∼= uce (Q)
Ker(UM
α
) ⊕ Ker(UM
α
)  uce (Q), por lo tanto la inyectividad de τ o σ es
equivalente a la trivialidad de la acción.
De aquí y teniendo en cuenta el diagrama (3.10) se concluye inmediata-
mente que uceα (M)o uce (Q) es la extensión α-central universal de (G,αG).
c) ⇐⇒ d)
Basta con tener en cuenta la identificación de τ con τ o σ dada por
τ {αM (m1) , αM (m2)} = (τ o σ) ({αM (m1) , αM (m2)} , 0), ya que entonces
Ker(τ) ∼= Ker (τ o σ), por lo que la equivalencia es obvia.
Finalmente, en el caso del producto directo (G,αG) = (M,αM)×(Q, IdQ)
la Hom-acción de (Q, IdQ) sobre (M,αM) es trivial, por lo tanto la Hom-
acción de (uce(Q), Iduce(Q)) sobre (uceα(M), αM) también es trivial, y en con-
secuencia (uceα(M) o uce(Q), αM o Iduce(Q)) = (uceα(M) × uce(Q), αM ×
Iduce(Q)).
El apartado c) finaliza la demostración. 2
Nota 3.6.5 Obsérvese que en el caso de que las álgebras Hom-Leibniz sean
álgebras de Leibniz, es decir los endomorfismos α sean todos la identidad,
entonces todos los resultados de esta sección recuperan los correspondientes
resultados para álgebras de Leibniz dados en [13].
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